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Chapitre 1

Rudiments de logique et de théorie des
ensembles

1.1 Rudiments de logique

La logique est la grammaire des mathématiques. Elle permet d’articuler des propositions, qui sont des énoncés
mathématiques supposés vrais ou faux (on écrira V ou F') a laide de connecteurs logiques. Le tableau suivant
résume les régles d’utilisation des principaux opérateurs logiques :

non(P) | PouQ | PetQ | P

Q

b < <
m < <O
o< <<
o<
<<=

< <=0

Remarque(s) 1 : Presque tout le contenu de ce tableau devrait vous paraitre naturel, & 'exception d’un
point : le ou mathématique n’est pas exclusif. Plus précisément, la proposition :

« il fait beau aujourd’hui » ou « il n’y a pas de nuages »

est une proposition vraie s’il fait beau et qu’il n’y a pas de nuages.
Les autres opérations logiques se définissent a partir de celles-ci, par exemple, 1’équivalence est définie par :

Pe= Q" (P= Q) et (Q= P).

En particulier, une équivalence se prouve presque toujours en montrant deux implications successives, que l'on
appelle implication directe (P = ) et réciproque (Q = P). Notez qu’'on peut vérifier en utilisant la table
ci-dessus que ’équivalence logique correspond bien a 1’égalité des valeurs de vérité des propositions.

Exemple(s) 1 :
1.1 Montrons qu’un réel est strictement positif si et seulement si c’est ’exponentielle d’un réel.

(a) Réciproque : Si x = e¥ alors par définition de la fonction exponentielle, 2 > 0.
(b) Sens direct : Si x > 0 alors on peut écrire

x = exp(In(z))
=

donc z est I’exponentielle d’un réel.

1.2 Attention & toujours vérifier les réciproques. Résolvons par exemple I’équation :

Vr+1l=x-5

Vésale Nicolas VH
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Il s’agit pour commencer de remarquer qu’il est possible de I’écrire si x > —1. De plus, le sens direct
donne :

Vetl=xr—-5=2+1l=(x-52=2>-102+25=2>—112+24=0
On en déduit, comme A =121 — 96 =25 > 0 :

Vi+l=x—-5=[x=3 ou z=238|

Cependant, la réciproque est fausse! Le réel 3 n’est pas solution de I’équation. On en déduit : .
Une autre fagon de voir le raisonnement que ’on vient de faire est de parler : d’« analyse-synthése
». On a commencé par supposer que l'objet recherché existe avec ses propriétés, puis on a raisonné par
conditions nécessaires jusqu’a avoir assez réduit I’étude. On termine en vérifiant ce qui, parmi ce qu’on
a trouvé pendant l'analyse a les bonnes propriétés (on parle de conditions suffisantes).

1.3 Rien n’oblige 'inconnue & étre un réel dans ce type de raisonnement. Cherchons par exemple les fonctions
réelles & valeurs réelles f qui vérifient pour tous réels x et y :

flzy) =2 f(x) +y f(y).

(a) Analyse : Si une telle fonction existe, alors nécessairement, en prenant x = y = 0, f(0) = 0. Puis,
en prenant y = 0, x f(z) = 0 donc f(z) = 0 si  # 0 par le théoréme du produit nul. Donc f est la
fonction nulle.

(b) Synthése : 11 est suffisant que le fonction soit nulle pour qu’elle soit solution de 1’équation.
Donc | § = {0} |

Il est important de bien savoir manier les négations, en particulier avec 'implication logique En effet :
non(P = Q) = (P et non(Q)).
non(Q) | P et non(Q) | non(P= Q)

o< <)
H <o <O
<
o<

< o <

Par exemple, pour montrer que I'affirmation :
« Si un réel z est plus grand que 5, alors il est plus grand que 7 »
est fausse, on remarque que le contre exemple x = 6 vérifie
« x est plus grand que 5 et ! z est strictement inférieur a 7 ».
Le principe a retenir est le suivant :
Pour prouver qu’une affirmation générale est fausse, il suffit d’en trouwver un contre-exemple.
Pour formuler plus précisément des propositions mathématiques, il est souvent utile d’utiliser des quantificateurs.
V: « pour tout », J: «ilexiste» J': «il existe un unique» €: « appartient a ».
Par le principe précédent, les quantificateurs se comportent trés bien avec les négations. En effet :

non(Vz € E, P(z)) =3z € E, non(P(z)) et donc non(3z € E, P(x)) =Va € E, non(P(x)).

Remarque(s) 2 : Dans une proposition logique, 'ordre des quantificateurs est primordial. Par exemple :
VeeR JyeR, =y
est vraie; il suffit de prendre x = y mais :
JreR,VyeR, z=y

est clairement fausse : un contre exemple est donné par y =z + 1.

1. on écrira parfois « mais »

VH Vésale Nicolas


http://lyceehugobesancon.org/prepaslvh/

2025 — 2026 Page 9/265

1.2 Rudiments de théorie des ensembles

On note souvent les ensembles avec des lettres majuscules : « soit E un ensemble », ou, lorsqu’ils sont particuliers,
avoir leur lettre dédiée. Par exemple :
1. @ 'ensemble vide. Il s’agit de I’ensemble qui ne contient aucun élément.
N désigne ’ensemble des entiers naturels,
7Z celui des entiers relatifs,

Q celui des rationnels,

oUk N

R celui des réels.

Un ensemble est souvent décrit par ses éléments ; si x est un élément d’un ensemble F, on écrira x € F, si ce n’est
pas le cas, x ¢ E. Par exemple :

1
2€N, ,-3€Z ;€Q V2ER, V2¢Q.

Si E est un ensemble fixé, on dit qu'un ensemble A est inclus ou une partie de E si tous les éléments de A sont
aussi des éléments de F ; on écrit alors :

ACE<—= (zx€c A=z € k).

Par exemple :
0cNCZcQCR.

Remarque(s) 3 : 1. Deux ensembles A et B sont égaux si et seulement si ils ont les mémes éléments.
Autrement dit :

A=B<—= (r€AdozreB)«~— (rcA=>zc€BetxeB=arcA) < (ACBet BCA).

Pour cette raison, pour montrer que deux ensembles sont égaux, on procédera souvent par double
inclusion.

Exemple(s) 2 :
2.1 Montrons que les ensembles suivants sont égaux :
A={n+5 neN}, B={meZ, m=>D5}.

(a) ACB:SoitneN. Alorsn+5€Zetn+52>5. Doncn+5¢e B pour tout n € N, donc A C B.
(b) BC A:Soit m € Z, m>5. Alorsn=m —5 > 0 donc n € N. Mais alors m =m — 545 € A donc

=neN
B C A

Pour A et B deux parties d’un ensemble E, on définit des opérations sur A et B par :

reE\A<=non(z€Al), € AUB<= (rc€cAouzxzeB), z€ ANB<= (rcAetz € B).

AUB ANB

On appelle ces ensembles :

Vésale Nicolas VH
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1. E\ A= A=_CE, le complémentaire de A dans E,
2. AU B, l'union de A et B,
3. AN B, lintersection de A et B.

1.3 Premiers raisonnements

Terminons cette partie par quelques types de raisonnements couramment utilisés :

1. Le raisonnement par implication directe : c’est le plus simple & utiliser, pour prouver P =—> ) on suppose
P vrai et on en déduit qu’alors () aussi.

Exemple(s) 3 :

3.1 Montrons que, si x et y sont des réels et zy = 0 alors si x # 0 on a y = 0. En effet, dans ce cas

zy=0 donc y=

Notez qu’on retrouve ainsi le théoréme dit du « produit nul » : si pour = et y deux réels, x y = 0 alors
2 =0 ou (par ce qu’on vient de voir) y = 0.
3.2 Montrons que :

2

« Si lentier naturel n est pair, alors n° aussi »

Est une proposition vraie. En effet, si n est pair, on peut écrire n = 2k avec k un entier naturel et
I'on en déduit que n? = 2 (2k?) est pair.

2. Le raisonnement par contraposée : qui se base sur la constatation suivante :

P | Q| non(P) | non(Q) | non(Q)= non(P) | P= Q
V|V F F \% Vv
V|F F A% F F
F|V \% F Vv Vv
F|F \4 \% \Y \Y

Ou, autrement dit :
(P = @) < (non(Q) = non(P)).

La méthode consiste donc & supposer que () est faux et & en déduire que P est faux.

Exemple(s) 4 :

4.1 Montrons que : si 3 = 7 alors z < 2.
Par contraposée, si x > 2 alors 2° > 23 = 8 donc 2 # 7.

4.2 Essayons de montrer la réciproque de ’exemple précédent :
« Si le carré d’un entier naturel n est pair, alors n est pair. »

Pour ce faire, nous allons procéder par contraposée : on suppose n impair. On peut alors 1’écrire
n =2k + 1, avec k un entier naturel. On en déduit alors :

n?=2k+1)2=4k* +4k+1=202k +2k) +1

donc n? est impair.

3. Le raisonnement par l'absurde : qui part du principe qu’il est équivalent de dire que P est vraie et que
non(P) est fausse.

Exemple(s) 5 :
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5.1 Montrons que si x, y et z sont des réels positifs tels que
r+y+2z=0 alors z=y=2=0.

Par I'absurde, si ce n’était pas le cas, alors I'un des trois au moins serait non nul. Quitte & les
renommer, on peut supposer que c’est x, qui est alors, comme il est positif strictement positif. Mais
alors :
0= +y+2>0
~N ~—~
>0 >0

Ce qui est absurde! Donc z = y = z = 0. Notez que ce raisonnement s’étend sans difficulté a un
nombre quelconque de réels positifs.

5.2 Montrons que v/2 est irrationnel. Pour ceci, on suppose par 'absurde que v/2 est le quotient de deux
entiers p et ¢ : v/2 = p/q. Quitte a simplifier la fraction, on peut supposer qu'elle est irréductible.
Aprés multiplication par ¢ puis élévation au carré, on en déduit :

2q2:p.

Donc p? est pair, et Pon en déduit que p est pair. Ecrivons-le p = 2p’ avec p’ un entier naturel. On
en déduit :

¢ =2()
donc ¢? est pair et 'on en déduit que ¢ est pair. Comme p et ¢ sont pairs, la fraction est donc
réductible. Absurde! Le réel v/2 est donc irrationnel.
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Chapitre 2

Etudes de fonctions

2.1 Reésolutions d’inégalités

2.1.1 Meéthodes élémentaires

Propriété(s) 2.1.1 : (Compatibilité avec les opérations) Soit z, y et z trois réels.
Supposons z < y. Alors :

1l.(a) x+ 2 <y + =z, 2.(a) ¢z
T —

<y <
(b) z2<y— 2. (b) z/z < y/z si.

Remarque(s) 4 : Multiplier ou diviser par un réel négatif (ou strictement négatif dans le deuxiéme cas)
change le sens des inégalités. Pour éviter ce genre de difficultés, je vous recommande donc d’essayer
autant que possible de toujours travailler avec des réels positifs.

Bien que moins utiles, on peut énoncer de telles propriétés pour les inégalités strictes, en faisant bien
attention dans 2 & prendre z > 0 dans les deux cas.

Exemple(s) 6 :
6.1 Résolvons l'inégalité :

5x+3>8x+5<:>—3x>2<:>x<—§.

L’ensemble des solutions est donc | — oo, —2/3].
6.2 On peut résoudre des inégalités en utilisant des tableaux de signes, autant pour les produits que les
quotients. Dans ce cas, on cherche donc a factoriser I’expression autant que possible. Par exemple :

2 _ _
x 1>O<:>@ 1) (z+1)
T —2 r—2

admet pour solutions [—1, 1]U]2, +o0].

>0
6.3 Résolvons l'inéquation :

25— (102 +3)>>0<= (2—-102)(8+102) >0
les solutions sont donc : [—4/5,1/5].

Propriété(s) 2.1.2 : (Opérations sur les inégalités) Soit x, y z et t des réels.
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1. Siz<yetz<talorsx+2<y+t. 2. 510<z<yet0<z<talorsxz <yt.

Démonstration : Montrons le deuxiéme point. Comme z est positif et z < y alors z 2z < y z. Comme y est positif
et z<talorsyz <yt. Donczz <yz<yt.
|

Remarque(s) 5 : 1. Encore une fois, pour la deuxiéme inégalité, c’est une bonne idée d’essayer de travailler
autant que possible avec des réels positifs.

2. Je n’ai volontairement pas énoncé de propriétés pour la soustraction ou la division. Nous reparlerons
de la division plus tard. Concernant la soustraction : si x < y et z < t alors en multipliant la deuxiéme
inégalité par —1 :

r<y e —t<—z donc z—t<y—z

Attention, ce n’est certainement pas ce que vous attendiez!

2.1.2 Valeur absolue

La valeur absolue est définie par :

T sizx >0
Ve eR, |x|= 7
—x siz <0

Une bonne idée pour se représenter ce que signifie cette quantité est d’apprendre que |z — y| est la distance entre
les réels = et y. En particulier, |x| représente la distance entre = et 0. De cette vision découle immeédiatement
| — x| = |z|, ou |x| > 0 par exemple.
Il est de plus utile de savoir écrire :

‘|x|<M(:>—M<x<M.

Exemple(s) 7 :
7.1 Supposons z € [—5,2[. Alors —5 < 2 < 5 donc |z| < 5.

7.2 Supposons que |u, — 1| < €. Alors

—e<u, —l<e<=l—€e<u, <l+e

Propriété(s) 2.1.3 : Soit = et y deux réels. Alors :

L |zyl = |2y, 2. sty # 0 |z/yl = |z|/lyl, 3. [z +y| <]+ 1yl
(inégalité triangulaire)

Démonstration : Les deux premiéres formules se démontrent au cas par cas suivant les signes de x et y, la troisiéme
en élevant au carré.
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Remarque(s) 6 : 1. Comme |z| = | — x| on déduit de I'inégalité triangulaire :
|z =yl <[] + ]yl

2. L’inégalité triangulaire n’est pas en général une égalité, comme le montre le cas z =1, y = —1.

3. La propriété de compatibilité avec les produits en implique immédiatement une sur les puissances :

|#™| = |z|™ pour tout n € N.

4. En particulier, pour n = 2 on en déduit la formule qui peut parfois étre utile :|z|> = 2.

Exemple(s) 8 :

8.1 Supposons que |al, |b| sont inférieurs & 1 et que 3 < |¢|] < 4. Alors :

el = e T

a+b'_ la + b o la| + 0] o 2
¢

8.2 Résolvons I'équation :
zle—1=1-]2z+1|

Pour ceci, on utilise le tableau de signes :

x —00 -1/2 1 +00

x—1 —~ — 0 +

2z +1 — 0 + +

qui nous permet de réduire I’équation initiale & la résolution de trois équations :

(a) Siz €] —o0,—-1/2]:
r(l-z)=1-(2z-1)<=2>—2+2=0

Le discriminant de cette équation du second degré étant strictement négatif, nous n’avons pas de
solutions dans ce cas.
(b) Size]—1/2,1]:

r(l-z)=1-Q2z+1)+=2>-3r=0<=2(z—-3)=0

Les solutions sont donc 0 et 3 mais seule 0 appartient a l'intervalle | — 1/2,1].
(c) Enfin, si z €]1,+o00] :
r(x—1)=1-2z+1)<=2’+2=0<=a(x+1)=0
et I'on trouve dans ce cas deux solutions : + = 0 et = —1 mais aucune des deux n’est dans

lintervalle |1, +o0[.

Finalement, les solutions de I’équation sont S = {0}.

2.1.3 Utilisation de la monotonie de certaines fonctions

Définition 2.1.1 : Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur E. On dit que :

1. f est croissante sur I si :
V(z,y) € B2, x<y= f(x) < f(y),
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2. f est strictement croissante sur I si :

V(z,y) € E?, x<y= f(z) < f(y).

Remarque(s) 7 : 1. Bien entendu, toutes ces définitions peuvent aussi s’écrire pour parler de décroissance,
en inversant les inégalités entre f(z) et f(y).
2. On dit qu’une fonction est monotone si elle est croissante ou décroissante et strictement monotone
si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.
3. Attention! Une fonction peut avoir toujours une dérivée négative et ne pas étre décroissante, comme le
prouve f(x) = 1/x sur R*. On verra plus tard que pour que ce résultat soit vrai, il est nécessaire de
travailler sur un intervalle.

Il est bon, pour pouvoir utiliser ces fonctions dans la résolution d’inéquations de se souvenir du graphe des fonctions
usuelles. Commengons par celles qui ne présentent pas de piége :

La fonction exponentielle

La fonction logarithme

La fonction racine
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Comme ces trois fonctions sont strictement croissantes sur leurs intervalles de définition, on peut les appliquer
dans les inégalités, mémes strictes sans se poser la moindre question. Cependant :

1. Siz >y > 0 alors z2 > 32, 4. Siz >y >0alors 1/x < 1/y,

2. si 2 <y <0 alors 22 > 92, 5. sixz <y<O0alors 1/z > 1/y,

3. si x et y sont de signes opposés 6. si x et y sont de signes opposés
on ne peut rien dire sur z2 et y2. pensez au signe pour 1/z et 1/y.

Exemple(s) 9 :

9.1 Résolvons l'inéquation :

1
e—2'

In2z+1)<ln(x)+1<=22+1<ze <= zx(e—-2)21<=ax>

Comme ’exponentielle et le logarithme sont croissants

Les solutions sont donc [1/(e — 2), 400.

9.2 Résolvons 'inéquation :

V2r—1<Ve+1+1

pour ceci, commengons par remarquer qu’elle n’est définie que sur [1/2,4o00[ et que les quantités qui
apparaissent sont positives. Elle équivaut donc, par croissance de la fonction carré sur RT (et de la

racine) a :
20 —1<2+242Vae+l<—z—3<2Vr+1.

cette inégalité est vraie pour des raisons de signes si « € [1/2, 3] de plus, si z > 3, par croissance de la
fonction carré sur Rt x, elle équivaut a :

(x—3)2<4(x+1) <= 22-102+5<0

les solutions de I’équation du second degré qui apparait sont 5 + /10 et 5 — /10 < 3. Les solutions de
I’équation sont donec § = [1/2,5 + v/10].

2.2 Généralités sur les fonctions

Définition 2.2.2 : Une fonction f est la donnée de deux ensembles E et F et, pour chaque x € FE d’un
unique élément f(x) € F. On la note :
EF—F
|

1. On appelle E ’ensemble de définition de f,

2. on dit que f est a valeurs dans F,

3. et que f(x) est l'image de x par f.

On notera F(E,F) ou F¥ ’ensemble des fonctions définies sur E & valeurs dans F.

Exemple(s) 10 :
10.1 La fonction identité de E est définie par :

E—F
IdE{
r+——x
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10.2 Si G C E, alors la fonction indicatrice de G est définie par :

E— {0,1}
1c: {1 sizeG
T — ]
0 sinon

10.3 Si f: E — F est une fonction et G C E alors :

o G —F
< e — fl2)

est une fonction, appelée restriction de f a G.

10.4 On définit la fonction partie entiére pour tout réel x par :
lz] =k€Z<=k<z<k+1

Le graphe de cette fonction est (attention, 'ordinateur ne « voit » pas bien ce qui se passe & chaque
entier) :

Partie entiere

. |

_ | | | |

-4 2 0 2 4

(a) La fonction partie entiére est croissante sur R,
(b) elle n’est pas strictement croissante sur R.

Définition 2.2.3 : Pour une fonction g réelle a valeurs réelle que [’on souhaite définir par une formule, il
est parfois utile de chercher le domaine de définition maximal, c’est-a-dire :

‘Dg ={z eR, g(z) existe}. ‘

Remarque(s) 8 : 1. Il est important de retenir les ensembles de définition maximaux des fonctions sui-
vantes :

flx) [ Lz | Va | In(x)
D; | R | R, | R}

2. Pour les autres fonctions, on peut se ramener & ces trois fonctions (pour le moment...) a aide d’un
changement de variables. Il suffit alors de résoudre une inégalité pour conclure.
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Exemple(s) 11 :

11.1 Si
r+1

r—1

g(x) =

g est définie si et seulement si X =z — 1 # 0 donc D, =R\ {1}.

11.2 La fonction f définie par la formule

flx)=v-22+52—-6

est définie si et seulement si X = —z24+52—6 > 0. Elle admet donc pour domaine de définition maximal
Dy =1[2,3].

2.2.1 Droites du plan, pentes

On peut définir une droites du plan de plusieurs fagons différentes :
1. Par un lieu géométrique :

(a) la droite passant par deux points distincts,
(b) la droite passant par un point et dirigée par un vecteur non nul,
(c) la droite paralléle & une autre passant par un point, ou perpendiculaire...

2. Par une équation paramétrique, qui est souvent la fagon algébrique la plus simple de décrire une droite a
partir d’un lieu géométrique ; par exemple la droite D passant par le point A = (a,b) et dirigée par le vecteur
@ = (u,v) # (0,0) a pour équation paramétrique :

MeD<«—JteR, M=A+tu.

Ou encore :

= 4
M = (z,y) € D<= Ft R, {I attu
y=b+tv

3. Par une équation cartésienne, qui est souvent la formulation la plus simple & manier pour les calculs; si ’on
reprend le cas de I’exemple précédent, comme uv # 0, on a :

r=a+tu

y=b4to @‘v(x—a}—u(y—b)zﬂ.‘

M = (z,y) € D<= Ft € R, {

Remarque(s) 9 : Il est important de savoir passer d'une écriture a autre dans ces définitions ; par exemple
si I'énoncé vous donne I’équation cartésienne (8 # 0) :

arz+pfy+y=0

il faut savoir immeédiatement dire que cette droite est dirigée par le vecteur @ = (—f3,«) et passe par le
point (O, %)

Définition 2.2.4 : Soit D une droite du plan, que 'on suppose dirigée par un vecteur @ = (u,v), u # 0. On
appelle pente de la droite D la valeur v/u.
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Remarque(s) 10 : 1. Parfois, il est commode de quand méme parler de pente d’une droite si v = 0. On
dira dans ce cas que la droite a une pente infinie.

2. Il semble & priori que changer de choix de vecteur ¢ pourrait changer la valeur de la pente de la droite

D. Ce n’est pas le cas! Si U est un autre vecteur directeur de la droite D, alors ¥ = A\.@ (A # 0) donc

7= (Au,Av) et
Avw

Au

on dit que la pente est une propriété intrinséque de la droite (et non du vecteur).
3. On peut réécrire I’équation cartésienne d’une droite passant par M = (a,b) pour faire apparaitre sa
pente p :

‘y:p(x—a)wLb.‘

4. Considérons la droite d’équation y = ax + b; la pente de cette droite est alors égale & a, si 'on définit
alors sur R la fonction f par f(z) = ax + b, on remarque immédiatement que sur R :

(a) f est croissante si et seulement si a > 0,

(b) f est décroissante si et seulement si a < 0,

(c) f est strictement croissante si et seulement si a > 0

(d) f est strictement décroissante si et seulement si a < 0

une des idées de la tangente est de généraliser ce fait aux courbes en utilisant en chaque point une droite
« meilleure approximation » de la courbe.

2.2.2 Le grand prét : calculs pratiques de dérivées

Dans ce paragraphe, Uintervalle I est ouvert, c’est-a-dire I =]a, b[ ot (a,b) € (R U {—o0, +0o0})?.

Définition 2.2.5 : Soit I un intervalle deR et f: I — R. Soit xg € I. On dit que f est dérivable en xq si :
L £ = (o)
T—xQ r — X

existe. On la note alors f'(xg). On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout zo € I.

Remarque(s) 11 : 1. D’ou vient cette idée? On peut faire un dessin pour essayer de lexpliquer. Si une

droite passe par (z, f(z)) et (zo, f(z0o), alors elle a pour pente :

f() = f(zo)

x—x9

I'idée est d’ensuite faire tendre x vers xg :

Tangente
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2. Notez que par définition, si elle existe, I’équation de la tangente & la courbe y = f(x) au point (a, f(a))
est donnée par :

=1 (=) + f(a) ]

3. Rappelez vous que toutes les fonctions ne sont pas dérivables, méme avec cette définition. Par exemple,
la fonction définie sur R par  +— |z| n’est pas dérivable en 0. Comme le taux d’accroissement admet
cependant une limite & droite et & gauche en 0, on peut parler de tangente & droite et & gauche en 0.

Les fonctions suivantes sont dérivables sur leur ensemble de définition :

| @ ] S |
2", (neN) [ nz" !
1/x —1/2?
sin(x) cos(x)
cos(x) —sin(z)
ln(tx) 1/xx

Mais attention, le fonctions suivantes ne sont dérivables que sur une partie de leur ensemble de définition :

f(x) | définie sur | dérivable en tous points de

N R, R,
7] R R*

Quand & leurs dérivées,

T2z 1 siz<0

o Justification de la formule pour f(z) = 1/x. soit x € R* et h tel que z +h € R* :

1 1 i
(WaY et ol = { wost

1
. —1 1

h _(m—i—h)xi:g_ac?'

8 |

Donc f(z) = —1/x est dérivable en z et f'(z) = —1/22.

Propriété(s) 2.2.4 : Soit f et g deux fonctions & valeurs dans R, dérivables sur I et k € R, alors
1. f+ g est dérivable sur T et (f+9g) =f'+¢.
2. k.f est dérivable sur I et (k.f) =k.f".
3. fgestdérivable sur T et (fg) =f xg+ fxg'.
4

. Si g ne s’annule pas sur I alors f/g est dérivable sur I et :

<f>/: f'9—df
g ¢

Définition 2.2.6 : Soit f € F(E,F) et g € F(G,H) Alors si , on peut définir la composition de f
par g, notée go f € F(E,H) par :
go f(x) =g(f(x)).

Exemple(s) 12 :
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12.1 Dans la définition, 'inclusion est indispensable! Par exemple, si f est la fonction logarithme et g €
F(R,R) est définie par g(x) = x, alors f o g n’existe pas!
12.2 Si:

Ry — R R— R
f:{ + + et g:{ 2+
T — T T

Alors :

fog: {R—)R-i_ et gof: {R+—)R+

En particulier, f o g et g o f sont deux fonctions trés différentes.

Proposition 2.2.1 : Soit I et J deuz intervalles, f définie sur I, a valeurs dans J et g une fonction réelle
définie sur J. Alors si f et g sont dérivables sur leurs intervalles de définition, g o f aussi et :

(g0 f) =f xgof.

Exemple(s) 13 :
13.1 On peut utiliser cette formule pour retrouver les formules bien connues :
1\ —nv u’
ny/ __ / n—1 _ I __

13.2 Un exercice de calcul de dérivée commence souvent par la détermination du domaine de dérivation. Par
exemple, si 'on cherche & calculer la dérivée de :

f:raxe [22-1
——
=X
I'ensemble de définition maximal de cette fonction est X > 0 c’est-a-dire : | — oo, —1] U [1, 400 mais son
ensemble de dérivation est a priori seulement X > 0 ou encore | — oo, —1[U]1, +oo[! Pour tout x de ce
domaine, on a alors :
x
!
xTr) =
£la) =
13.3 On considére la fonction définie par :
f(@) = In(]z)

alors elle est définie et dérivable lorsque X = |z| > 0 c¢’est-a-dire sur R* et

1
Ve € R*, In(|jz]) = —.
T

Et voici un dernier prét, essentiel :

Propriété(s) 2.2.5 : Soit a et b deux réels f : I = [a,b] — R, dérivable sur I'!. On a :

f'>0surla,b] <= f croissante sur [a, b

[ <O0surla,b] <= f décroissante sur|a,b|
f >0 sur |a,b] = [ strictement croissante sur[a, b]
/' <Osur]a,b] = [ strictement décroissante sur|a, b]

1. On verra plus tard que continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ suffit.
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Remarque(s) 12 : Gréce aux deux premiéres affirmations, on en déduit :

2.3 Limites

2.3.1 Rappels de lycée

f'=0 < f constante

Commencgons par quelques exemples a connaitre :

Vn € N*, x

Exemple(s) 14 :

IR 8|=8|F

3

In(z

In(z)

~

g

r—+o0

z—0t

z—0~

r—+00

r—+00

z—0t

r——+00

T—r—00

14.1 Notez qu’a priori, il est tout a fait possible qu’une fonction n’admette pas de limite en un point. Par

exemple, ni la fonction sinus ni la fonction cosinus n’admet de limite en +oo.

Lorsque 'on ne peut pas conclure en général, on notera F'I pour forme indéterminée dans les tableaux suivants.

Propriété(s) 2.3.6 : Soit f et g définies sur I admettent des limites (resp. limites & gauche, limites a droite)
en un point (éventuellement infini). Alors :

1. f+ g admet en a pour limite :

’g\f H)\ER‘-FOO‘

—OO‘

pER A+p [ oo [ —o0

+00 400 | 400 | FI

—00 —00 FI | —>©

2. f x g admet en a pour limite :

[ g\ [AER.[X€R. [+ -] 0
[weRL] Axp [ Axp [+o00] =00 ] 0
p € RY AX [ AXpu | —oo | 400 | O
+00 400 —0 400 | —0 | FI
- - +00 —oo | 400 | FI
0 0 0 FI FI 0
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3. Si de plus, g ne s’annule pas sur un voisinage de a, f/g admet pour limite en a :

[ g\f [AERL[XER [+oo [ -0 ] 0 ]

(peRi ] 4 [ 4 [Hoo[-00[0]
uwe R A A —oo | +oo | O
I w
+o0 0 0 FI FI 0
0+ +00 —00 +00 | —oo | FI
0~ —00 400 —o00 | 400 | FI

A ces propriétés, on peut en ajouter une derniére, pour le produit de composition :

Propriété(s) 2.3.7 : Si f admet une limite (resp. limite & gauche, limite & droite) A € Ren a € R, si g

est définie au voisinage de A et admet une limite u € R en ), alors g o f(z) admet la limite (resp. limite &
gauche, limite a droite) u en a.

Exemple(s) 15 :

15.1 La fonction définie par f(z) = 22 — x vérifie :

Elle admet donc pour limite +00 en +oc.

15.2 La fonction définie sur R par :

admet pour limite 0 en +oc.

15.3 La fonction définie sur R* par

) =exn (1)

admet pour limite 0 en +00 et comme limite 1 en 0% et 0.

k(x):1n<1fx>

15.4 Le fonction définie sur |1, +oo par :

admet pour limite +oo en 17.

2.3.2 Quelques méthodes pour lever une indétermination

Donnons ici quelques méthodes utiles pour lever une indétermination lorsqu’on recherche une limite. Commen-
gons par quelques rappels de lycée :

1. La factorisation : il est parfois utile de factoriser les expressions avec lesquelles on travaille. Par exemple :

22 —4

xr — 2

=x+4+2

donc la fonction définie par cette expression admet pour limite 4 en 2.

2. La multiplication par une « quantité conjuguée », qui consiste essentiellement & se débarrasser de racines
dans Pexpression grace a l'identité remarquable (a — b) x (a + b) = a? — b?. Par exemple, pour = > 1 :

\/271 2 —-1—-z -1
2—1—x= = —
Vaz—1+z Va2 —1+z 2+

VH Vésale Nicolas
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3. On peut également utiliser les « croissances comparées » : tout commence par la remarque géométrique

suivante : le graphe de la fonction exponentielle est « au-dessus » de sa tangente en 0 :

y=exp(x) et sa tangente en 0

En termes quantifiés :

On en déduit que :
Vn € N*,Vz € R?, e:ewx(e) ><+> X /2
™ T r  2n

Donc, comme le coté droit de I'inégalité tend vers +oo :

x

Vn €N, lim e—:—i—oo.

z——+o0 ™

De cette limite, on en déduit les théorémes de croissances comparées :

Propriété(s) 2.3.8 : Pour tous réels strictement positifs a et b, on a :

ax
xgrfoo exb =400 (1), xEIEloo |x|b e"* =0 (2),
: (ln(fc))b . b
lim ~—2 — lim 2 |1 =0 (4).
Jim =2 0 (3), lim 2 |In(z) (4)

Démonstration : IL s’agit essentiellement a chaque fois d’effectuer le bon changement de variables. On pose :
y = a X x dans le premier cas, y = —a X ¢ dans le deuxiéme, y = a X In(x) dans le troisiéme et y = —a x In(z) dans
le dernier. Développons le premier cas. Il s’agit aprés changement de variables de déterminer la limite lorsque y

tend vers +oco de
Yy y
e e
ab X - > ab X —
Y Yy
ol y > 1 et n est un entier supérieur a b. Il reste & utiliser ce qu’on vient de prouver pour conclure.
|

Exemple(s) 16 :

16.1 On a : ) ) )
lim M = +00 lim In(z) = 1 In(z) ze T =0
z—0+t e* rz—+oo0 e T—+00 €T
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16.2 On a : /7
. x . e L
zgr}rlooex—limgrfooﬁe 1—76_9”70
16.3 On a: ) | )
1
z? + x + In(x) L SO
3 In(x) 3 In(z)  In(z)

Donc cette quantité admet pour limite % en 07 et +o00 en +oo.

4. Enfin, on peut parfois utiliser des équivalents, dont I'idée est de comparer une fonction en un point & une
fonction plus simple :

Définition 2.3.7 : Soit f et g deux fonctions définies sur I et a un point de I ou l'une de ses bornes. On
suppose que g ne s’annule pas sur I\ {a}. On dit que f et g sont équivalentes en a et on écrit f ~q g si :

M—>1.

g(aj‘) Tr—ra

Remarque(s) 13 : Par définition, si deux fonctions sont équivalentes, I’étude d’une éventuelle limite de
I’'une est équivalente & celle de 'autre.

Exemple(s) 17 :
17.1 Vous faites déja des équivalents sans vous en rendre compte ! Par exemple :
3

x3+x2+x~+ooz et 1:3+x2+:17~0x

Plus généralement, I'essentiel des méthodes de factorisation peuvent se « traduire » en équivalents.

Propriété(s) 2.3.9 : On a les équivalents suivants :

(a) cos(x) ~g 1, (c) e® =1~ z, (e) 14+x2)*—1~aux.
(b) sin(z) ~g x, (d) In(1+ ) ~g z,

Démonstration : Tous ces équivalents (sauf le premier, qui est évident) s’obtiennent en utilisant le taux d’accrois-
sement. Par exemple, comme la fonction sin est dérivable en O :
sin(z)  sin(z) — sin(0)

p— s j— —
= 0 5 sin (0) = cos(0) = 1.

Remarque(s) 14 : 1. La relation d’équivalence est compatible avec le produit et le quotient.

Démonstration : Montrons la compatibilité avec le produit. Si f ~q g et h ~q k Alors :

f(x)h(z) _ f(x) h(z)

d@) k@)~ g(@) k@) e T

donc fh ~gq gk.

VH Vésale Nicolas
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|
On peut également penser a la composition des limites (en passant par un X)...

2. Par contre, elle n’est en général compatible avec aucune autre opération (dont somme, différence,
composition). Par exemple :

T+1lr~ix et —x i —x mais 1 Ayo0.

Exemple(s) 18 :

18.1 On a:
sin(z) (V1+2z—1) zx/2 1 1
) 0 2 =- — =
sin“(x) x 2 20 2
18.2 Dans l'exemple suivant, pensez « X = —2x » au numérateur et « X = 3z » au dénominateur en

vérifiant bien que dans les deux cas, X tend vers O :

In(1—2x) -2z 2 2
, ~0 =—c — —=.
sin(3x)

3z 3z=0 3

2.4 Etudes de fonctions

2.4.1 Reéduction du domaine

Définition 2.4.8 : Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur I. On dit que :
1. f est p > 0-périodique si :Vx € ,x+pel f(z+p)= f(z),
2. si I est symétrique par rapport & 0 (c’est-a-dire si pour tout x de I, —x € 1) :

(a) f est impaire si : Ve eI, f(—z)=—f(x)
(b) [ estpaire si :Vx e l, f(—x)= f(x).

Exemple(s) 19 :
19.1 La fonction sinus est impaire, 2 w-périodique
19.2 la fonction cosinus est paire, 2 m-périodique.

19.3 la fonction tangente est impaire, m-périodique

Faisons maintenant quelques remarques géométriques :

Remarque(s) 15 : 1. Sia € R, le graphe de la fonction g : = — f(z) + a est le translaté du graphe de la
fonction de f de vecteur (0,a) :
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g=f+1

2. Si a € R, le graphe de la fonction g : « — f(z + a) est le translaté du graphe de la fonction de f de
vecteur (—a,0) :

g(x)=f(x+1)

3. Sia € R, le graphe de la fonction g :  — a f(x) est affinité du graphe de f par rapport a 'axe O, de
rapport a (c’est-a-dire, la distance a 'axe O, de tout point du graphe est multiplié par a)

g(x)=2 f(x)

[ N R |
-2-1.5-1-0.500511.52

4. Si a € R, le graphe de la fonction f est symétrique par rapport a la droite x = a si c’est le cas de son

VH Vésale Nicolas
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ensemble de définition et pour tout A pour lequel ceci a du sens :

fla+h)=fla—h)

De ces remarques, on en déduit la méthode suivante pour réduire le domaine d’étude d’une fonction :

1. Si une fonction est p-périodique, il suffit de I’étudier sur une période (c’est-a-dire sur une intervalle de
longueur p) pour en déduire son graphe entier par translations (remarque 2),

2. si une fonction est impaire ou paire, il suffit de I’étudier sur le partie positive de son ensemble de définition,
pour en déduire son graphe complet par symétrie orthogonale par rapport a O, (dans le cas pair, par la
remarque 3) ou centrale par rapport a O (dans le cas impair, par les remarques 3 et 4).

2.4.2 Recherche d’asymptotes

Définition 2.4.9 : Soit f une fonction a valeurs réelle. Soit xq, a et b trois réels. On dit que :

1. f admet une asymptote horizontale d’équation y = a si :

lim f(z)=a

T—+00
2. f admet une asymptote verticale d’équation x = xg en xq Si :

lim f(z) =+oc0

Tr—x0

Remarque(s) 16 : Dans le cas ou une fonction f(z) admet pour limite +00 en +o0o, on peut chercher un
équivalent simple e(z) en ce point puis étudier la quantité f(x) — e(z) pour avoir une idée de son graphe
en +o0.

2.5 Mise en ceuvre

2.5.1 Un exemple de synthése

La fonction définie par I’expression
3

f(x):m

admet pour domaine de définition et de dérivabilité l'ensemble R \ {—1,1}. Elle est impaire, il suffit donc de
Pétudier sur [0, 1[U]1, +oo]. Calculons sa dérivée :

22 (x2 — 3)
(@12 (@ +1)°

f'(x) =

La dérivée est du signe de 22 — 3, donc positive sur son ensemble d’étude pour  supérieur a v/3 et négative sinon.
Faisons le tableau de variations :

f(x) \ \ /

Vésale Nicolas VH
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En 0 et en v/3 la dérivée s’annule, en 1, on a une asymptote verticale a droite et a gauche. Reste a étudier son
comportement en +oco. On a :

2 -1

comme cette quantité est positive et tend vers 0, la courbe de f se situe au-dessus de la droite y = x mais s’approche
de celle-ci lorsque x tend vers 4oc0.

y=f(x)

4 _
2 —
> 0 -
-2 -
4 -

| | | | |

-4 ) 0 2 4

X

2.5.2 Fonctions trigonométriques

Les valeurs particuliéres suivantes des fonctions cos et sin sont & connaitre :

z |0| x/6 | w/4 | 7/3 | x/2
sin(z) [0 1/2 | v2/2 ] V3/2| 1
cos(z) | 1 | V3/2 | v2/2| 1/2 0

Il est de plus toujours utile de savoir utiliser le cercle trigonométrique pour déterminer certaines propriétés des
fonctions cos et sin :

VH Vésale Nicolas
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0.5 15

Commengons par remarquer que, par le théoréme de Pythagore,

‘COSQ(QU) +sin?(z) = 1. ‘

Grace a un simple dessin, on trouve :

1. cos(f +2m) = cos(d) 3. sin(—6) = —sin(0) 5. sin(m + 0) = —sin(6)

2. sin(f + 27) = sin(6) 4. cos(—0) = cos(0) 6. cos(m + 0) = — cos(0)
Mais aussi :

1. cos(m — 6) = —cos() 3. sin(7/2 + 0) = cos(0) 5. sin(7/2 — ) = cos(9)

2. sin(m — 0) = sin(0) 4. cos(m/2 4 0) = —sin(6) 6. cos(m/2 — 0) = sin(0)

e [’utilisation d’un cercle trigonométrique permet de résoudre graphiquement certaines équations trigono-
métriques. Par exemple, comme le montre le dessin :

T T T
-1.5 1.5 2

1. les solutions de sin(z) = 1 sur | — m, 7] sont 7/6 et 5/6,

2. les solutions de cette équation sur R sont donc :
S={r/6+2km, keRyU{bT/6+2km, keR}.

e On peut également résoudre graphiquement des inégalités trigonométriques. Par exemple, comme le montre le
dessin suivant :
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T
-1.5

1. Vinégalité sin(x) > 1/2 admet sur | — 7, 7] les solutions [w/6, 57 /6]

2. ses solutions sur R sont donc :
S=JIr/6+2km, 57/6+2kn].
kEZ

Proposition 2.5.2 : (Formules de somme) Pour tous réels a et b, on a :

1. cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),
2. sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

Démonstration : Notons Mg = (cos(6),sin(f)) et comme d’habitude O = (0,0). Alors
OMap = cos(b).OMq + sin(b).OM, 4 x .
Il suffit alors d’utiliser le point 6 de la propriété précédente et de prendre des coordonnées :

(cos(a + b),sin(a + b)) = cos(b).(cos(a), sin(a)) + sin(b).(—sin(a), cos(a)).

pour conclure en identifiant les coordonnées.

T
15

Remarque(s) 17 : Des formules de sommes, on doit savoir retrouver (trés) rapidement les formules sui-

vantes :

1. En prenant (formules de duplication) :

’cos(? a) = cos?(a) —sin®(a) = 2 cos®(a) — 1 =1 —2sin?(a) et sin(2a) =2 cos(a) sin(a). ‘

2. En prenant (formules de différence) :

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a).

Exemple(s) 20 :

20.1 Calculons cos (1”—2) On remarque que :

3 4 12
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donc :

o () o (5 5) o () () 0 5) ()

cos (112) = g (1+V3).

on en déduit :

20.2 Calculons cos (%) On a:
cos(2a) =2 cos®(a) — 1

g = COos (%) = 2 cos? (g) -1

On en déduit, aprés avoir remarqué que comme g € [0, 7], cos (%) >0,

donc en appliquant en a = % :

Contrairement aux fonctions sinus et cosinus, la fonction tangente, définie par :

sin(z)

tan(z) = cos(@)’

Et qui se « voit » géométriquement grace au dessin :

Dey. sin(f)
0 tan(f) = cos(®)

n’est pas définie pour tout réel €, ce qui peut se voir géométriquement, ou simplement en cherchant les points
d’annulation de la fonction cosinus. L’ensemble de définition de la fonction tangente est :

D:R\{g+k7r, keZ}.

Rappelons que la définition nous donne immédiatement les valeurs particuliéres suivantes :

tan(0) = 0, tan (%) = %, tan (%) =1, tan (%) =/3.

De plus, la fonction tangente est :
1. Impaire car D est symétrique par rapport & 0 et pour tout z € D :
sin(—x) sin(x)

tan(—z) = cos(—z) - ~ cos(x) = tan(z)
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2. [7|-périodique car pour tout z € D, x + 7 € D et :

_sin(z+m)  —sin(z)
tan(z + 7) = coszt 1) —cos(@) tan(z).

Propriété(s) 2.5.10 : Soit (a,b) € D?. Sia+b € D, alors

tana + tanbd
t )= —-——.
an(a +b) 1—tana tanb

Démonstration : 11 s’agit simplement de revenir & la définition et d’utiliser les formules de somme :

tan(a + b) = sin(a+b) _ sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) i;‘;({ii + i;‘lﬁii _ tan(a) + tan(b)
" cos(a+0b)  cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b) 1 — sin(@sin(®) T 1 _tan(a) tan(b)’

cos(a) cos(b)

e Etude de la fonction sinus.

1. Commencons par une inégalité géométrique :

laire du triangle hachuré, qui vaut sin(6) cos()/2, est inférieure a celle du secteur circulaire, qui vaut 6/2,
qui est inférieure a celle du triangle marron, qui vaut tan(f)/2. Donc en multipliant par 2 les inégalités
trouvées :

VO € [0,7/2[, sin(f) cos(f) < 0 < tan(6)

On en déduit en la dérivée de la fonction sinus en 0. Pour A non nul appartenant & [0, 7/2[, on a (en prenant
bien garde de traiter séparément le cas h positif et h négatif) :

sin(h 4+ 0) —sin(0)  sin(h) < 1

cos(h) < =
(h) < h—0 h = cos(h)
Cette inégalité reste vraie pour tout h non nul de | — m/2,7/2[ par parité et donc par le théoréme des
gendarmes,
in(h
lim S8 _
h—0 h

La fonction sin est donc dérivable en 0 et sin’(0) = 1.

VH
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3. On en déduit le cas des autres points. Si x € R est quelconque :

sin(z +h) —sin(z) _ sin(z+h/2+h/2) —sin(x + h/2—h/2) _sin(h/2) (x + h)

h B h  h/2 2

donc par ce qu’on vient de voir, sin est dérivable en x et sin’(x) = cos(z).

4. Réduction du domaine : Comme sin est impaire, 2 7-périodique, il suffit de I’étudier sur [0, 7]. De plus :

n(5re) =om(5 )
sin{—+x) =sin|(-—=x
2 2

le graphe de la fonction est symétrique par rapport a 2 = /2. Il suffit donc de I’étudier sur [0, 7].

5. Par le calcul de dérivée que 1'on vient de faire et la réduction du domaine, on en déduit le graphe :

y=sin(x)

e Etude de la fonction cosinus. Tout se déduit de la fonction sinus a aide de la formule :

Ve € R, cos(z) = sin (g + x)

en particulier, cos est dérivable sur R de dérivée — sin par composition et la graphe de la fonction cosinus s’obtient
par translation de vecteur (—m/2,0) de celui de la fonction sinus.
e Etude de la fonction tangente :

1. Par les théorémes généraux, la fonction tangente est dérivable sur son ensemble de définition et :

1
/ _ _ 2
Ve e D, tan'(x)= co2(z) 1+ tan®(x).

2. Réduction du domaine : comme tan est impaire, 7-périodique, il suffit de 1’étudier que [0, 7/2[.

3. Graphe : par ce qu’on vient de voir :
Va € [O, g [, tan’(x) = 1 + tan*(x) > 0

™

on étudie les points extrémaux : en 0, la courbe admet pour tangente y = z et en 5, la fonction admet
pour limite +00 donc elle y a une tangente verticale. On en déduit le graphe :
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y=tan(x)

2.5.3 Fonctions puissance

Rappelons que, si a est un réel et  un réel strictement positif, on a posé :
x® = exp (aIn(z))
Mais nous connaissons d’autres facons de définir une puissance, par exemple, si n est un entier naturel non nul :
2" =xxzxx---xzx (nfois).

Bien entendu, ces deux formules coincident si z > 0. La différence essentielle entre elles est ’ensemble de définition,
dans le premier cas, le formule n’a de sens que si z > 0 dans le deuxiéme, toujours. Pour ce qui concerne les entiers
naturels (et aussi relatifs), la définition par multiplication (ou division) est donc bien plus générale. Que se passe-t-il
en 0T si @ € R\ Z? Un rapide calcul de limites donne :

. o 0 sia>0
lim z¢ = )
z—0+ 400 sia<O.

Pour cette raison, on étend la définition de ces fonctions puissances en 0 en posant, si a > 0, 04 = 0. Résumons;
la fonction x — ¢ est définie :

1. surRsiaeN

2. sur R*sia € Z\ N

3. sur RY et étendue en 0 si a € Ry \ Z
4. sur Ry sia e RO\ Z

Si 'on s’intéresse a leur domaine de dérivabilité, les théorémes généraux nous donnent que ces fonctions sont
dérivables sur leur ensemble de définition, sauf éventuellement dans la cas ou @ € Ry \ N, pour lequel le point
x = 0 reste & étudier. Ecrivons le taux d’accroissement pour x > 0 :

% -0 a1 0 sia<l
=z — .
z—0 z—=0t | +o0o sia>1
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Récapitulons. Les fonctions puissances sont donc dérivables sur leur domaine de définition, sauf si & € Ry \ N et

et alors z — x¢

n’est dérivable que sur R .

Terminons par une étude de fonctions. Pour « > 0, la fonction z +— % admet pour dérivée :
axXx

on en déduit (dans le cas & € R\ Z) les formes de graphes suivantes (si & > 0 puis o < 0)

4_
10
35 -
8._
3_
25 -
6._
4
2_
OI_ ] + 1 ! !
0 2 4 6 8 10

2.5.4 Cosinus et sinus hyperboliques

Les fonctions cosinus et sinus hyperboliques sont définies pour tout réel z par :

et +e " er —e "

ch(z) = ———— sh(z) =

Elles vérifient certaines identités semblables & celles des fonctions sinus et cosinus. La plus importante est sans-
doute :

Ve € R, ch®(z) —sh?(z) = 1.
Elles sont de plus dérivables sur R et vérifient :
Vz € R, sh'(z) =ch(z), ch'(z)=sh(z).

On en déduit les graphes :
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sinh

cosh

-2-15-1-05 0 05 1 15 2

2.5.5 Logarithme en base b

Soit b > 0. On pose, pour tout réel = strictement positif :

logb(z) - hl(b) .

Comme le montre immédiatement sa formule, ce logarithme a les mémes propriétés pour le produit et quotient
que le logarithme népérien. Enfin, de facon essentielle, si a > 0 :

log, (b*) = a

2.5.6 Fonctions réciproques

2.5.6.1 Fonctions injectives, surjectives, bijectives

Définition 2.5.10 : Soit f une fonction définie sur I a valeurs dans J. On dit que :

1. f est injective si chaque antécédent est unique, c’est-a-dire si :
V(z,y) €, fla)=fly) =z =y
2. f est surjective si tout élément de J admet un antécédent par f c’est-a-dire si :
Vyed, Jxel, f(z)=uy.

3. f est bijective si elle est a la fois injective et surjective.

Remarque(s) 18 : 1. Il est parfois énoncé directement la définition de la bijectivité d’une fonction de la
fagon suivante : tout élément de J admet un unique antécédent par f ou :

vyed, Axel, flx)=y

ou le quantificateur 3! signifie « il existe un unique ».

VH Vésale Nicolas


http://lyceehugobesancon.org/prepaslvh/

2025 — 2026 Page 39/265

Exemple(s) 21 :

21.1 Un exemple essentiel de fonction injective est une fonction strictement monotone (il suffit de prendre
la contraposée de sa définition). Rappelons que pour montrer qu’une fonction est strictement mono-
tone, il suffit d’examiner sa dérivée si elle existe.

21.2 1l est facile de, & partir d’'une fonction, en construire une surjective. Il suffit pour ceci de considérer
la (co-)restriction de cette fonction a son image. Plus généralement, une fonction f : I — J est
surjective si et seulement si

iy =J

On en déduit la méthode suivante lorsqu’on cherche & construire une fonction bijective a partir d’une fonction
réelle & valeurs réelles dérivable.

1. On cherche un intervalle le plus grand possible sur lequel sa dérivée est strictement positive ou négative (sauf
éventuellement en un nombre fini de points). On restreint le fonction & cet intervalle.

2. On calcule I'image de cet intervalle et on (co-)restreint la fonction a cette image.

Exemple(s) 22 :

22.1 (a) La fonction sinus n’est pas bijective. Une étude de fonctions nous montre cependant qu’elle est

strictement croissante sur [—%, 5] et que son image une fois restreinte a cet intervalle est [—1,1]. On

272
en déduit que la fonction :

est bijective.

(b) La fonction cosinus n’est pas bijective. Une étude de fonctions nous montre cependant qu’elle est
strictement décroissante sur [0, 7] et que son image une fois restreinte a cet intervalle est [—1,1]. On
en déduit que la fonction :

{[O,W] — [~1,1]

x — cos(z)

est bijective.
(c) La fonction tangente n’est pas bijective, mais elle est strictement croissante (et définie!) sur | -3, 5.
Son image une fois restreinte a cet intervalle est R. On en déduit que la fonction :

L[5 —r
x — tan(z)

est bijective.

22.2 Soit f: E — F et g: F — E deux fonctions. On suppose que :
go f=1dg.

Montrons que :

(a) f est injective :

Soit (z,2') € E? tels que f(x) = f(a). Alors g(f(x)) = g(f(2')). Mais go f = Idg donc z = 2’
(b) g est surjective :

Soit y € E. Alors ¢g(f(y)) = y donc il existe z = f(y) tel que g(x) = g(f(y)) = y.
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2.5.6.2 Fonction réciproque d’une bijection

A partir d’une fonction bijective, on peut construire sa fonction réciproque :

Définition 2.5.11 : Soit f : I — J une fonction bijective. On appelle fonction réciproque de f et on note
F~1 la fonction définie par :
£ {J — I

yr—z, f(z)=1y.

Remarque(s) 19 : 1. Notez qu'il est indispensable que f soit bijective pour que cette définition ait du sens.
L’élément x existe car f est surjective et il est unique car f est injective.

2. On remarque que, par définition, si une fonction f est bijective alors f~! existe et vérifie :
fof™t=1d;, flof=1dr.

3. Réciproquement, si f: E — F et g: F — FE sont deux fonctions vérifiant :
gof=Idg et fog=Idp.

Alors f est bijective par le dernier exemple du paragraphe précédent et f~' = g.

Exemple(s) 23 :
23.1 La fonction réciproque de ’exponentielle est le logarithme, celle du logarithme I’exponentielle.

23.2 Montrons que la fonction ch est bijective sur Ry a valeurs dans [1,+oo] et que

Vo € [1, 400, ch™(z)=In(z+ Va2 —1).

Démonstration : 11 suffit de le vérifier! Posons, pour z € [1,+o0[ g(z) = In(z + Va2 — 1). Alors :

[2 1
TtV 1+z+\/1271 222 +2x x V12 —1
Vo € [1,+ocl,  ch(g(=)) = 2 T 2@+varo1)

De plus,
Vz € Ry, g(ch(z)) = In(ch(z) + v/ch(z)? — 1) = In(ch(z) + /ch(z)? — 1).

Mais comme ch?(z) — sh®(z) = 1 et pour z positif, sh(x) > 0 :

Vr € Ry, g(ch(z)) =In(ch(z) + sh(z)) = In(e”) = z.

23.3 Montrons que la fonction réciproque d’une fonction impaire est impaire.
Démonstration : Si f: E — F est impaire. Alors E est symétrique par rapport a 0 et :

Ve e E, f(—z)=—f(z).

(a) Montrons que F est symétrique par rapport a 0. Soit y € F et posons z = f~*(y) € E. Alors comme f
est impaire :

—y=—f(z)=f(—z) e f(E)=F
(b) Montrons maintenant que f~' est impaire. Soit y € F et posons z = f~'(y) € E. Alors :

FHy) = @) = 7 (f(-a) = —2 = =1 (y).
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Pour le fonctions réelles & valeurs réelles, il est trés facile de tracer le graphe d’une fonction réciproque f~! & partir
ce celui de f. Il s’agit de la symétrie orthogonale du graphe de f par rapport a la droite d’équation y = x en effet,
si f(z)=y:

(v, f7(y) = (f(=), ).

2.5.6.3 Fonctions trigonométriques réciproques
Rappelons que les trois fonctions suivantes sont bijectives :
;. -2,2] —[-1,1] g 0, 7] — =11 1-2,2] —R
x — sin(z) x — cos(x)

On définit les fonctions trigonométriques réciproques par :

-1,1] — |-Z,% -1,1] — [0, _ R— |-Z2,%
arcsin = f1: [ } [ >3] ;arccos = ¢ 1 : [ ] [0, 7] ;arctan = h ™t =551

2 —> arcsin(x) x — arccos(x) x — arctan(x)

Le point le plus important pour ces fonctions concerne leurs ensembles de définition. En particulier, les formules
suivantes sont fausses en dehors des ensembles sur lesquelles elles sont énoncées :

T

Vo € [—5, 5} , arcsin(sin(z)) =, Vz €0,7], arccos(cos(z)) =z, V€ ]—g, g {7 arctan(tan(z)) = .

Exemple(s) 24 :
24.1 En particulier, il est intéressant d’étudier la fonction définie par la formule :
f(x) = arctan(tan(x)).
Elle est définie sur R\ {g +kxm, ke Z}, est impaire et m-périodique. De plus :
Vo € {O,g{, f(z) ==

On en déduit le graphe :

y="f(x)
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24.2 Cependant, a partir des valeurs particuliéres des fonctions trigonométriques :

| 0| m/6 | w/4 | 7/3 | x/2

sin(z) | 0| 1/2 | v2/2|V3/2| 1
1 V3/2 ] V2/2] 1/2

tan(z) | 0 | 1//3

0
1
les formules d’inversion nous permettent de donner les valeurs particuliéres :

cos(z)

X

V3

| o [1/2]ve/2] V82| 1

arcsin(z) | 0 | w/6 | w/4 w/3 | w/2
/3 | w/4 /6

z |
0
Terminons cette partie en parlant de la dérivée d’une fonction réciproque. On a :

arccos(x)

/2

0
0

arctan(z) |
I. Alors f=! est dérivable sur J et

Yy € J,

| w/6 | m/A | w/3
Théoréme 2.5.1 : Soit f : [ — J dérivable bijective sur I. On suppose que f' ne s’annule pas sur

—1\/ _ 1
YW = Frgy-

Remarque(s) 20 : 1l existe de nombreuses fagons de retenir ce théoréme, plus ou moins mathématiques ;
1. un physicien aimera sans-doute <

1
— dz
dz Tg

2. on peut aussi la formule f(f~!(y)) = y grace a la formule de dérivation des fonctions composées,
Propriété(s) 2.5.11 :

aucune de ces astuces ne peut remplacer la connaissance du théoréme et de ses hypothéses.

1. La fonction arctan est dérivable sur R, de dérivée :

Vz € R, arctan’(z) = ?1372
2. Les fonctions arcsin et arccos sont dérivables sur | — 1, 1] et vérifient :
Vz €] —1,1], arcsin’(z) = ! arccos’ (1) = ! :
V1—2a? V-2
Démonstration :
1. Pour la premiére formule, on remarque que, comme :

Vo €] — g, E[, tan’(z) = 1 4 tan®(z) # 0
la fonction arctan est par la théoréme de dérivation des fonctions réciproques dérivable sur R et :
Vz € R, arctan’(z)

1

1
" 1+ tan?(arctan(z)) 1422’
2. Montrons la premiére formule du deuxiéme point. La deuxiéme se montre de fagon similaire. On a :

Vz €] — g, g[, sin’(z) = cos(z) # 0

Donc par le théoréme de dérivation des fonctions réciproques la fonction arcsin est dérivable sur | — 1,1[=
sin (] — 2, Z[) et :

Vo €] —1,1],
Enfin, on remarque que :

1
arcsin’(z) =

cos(arcsin(zx))
cos” (arcsin(z)) + sin” (arcsin(z)) = 1 <= cos”(arcsin(z)) = 1 — «°
puis que, comme arcsin(z) € [—%, 3], cos(arcsin(x)) > 0. Donc cos(arcsin(z)) = v/1 — 22 puis :
Vo €] —1,1],

1
arcsin’(z) =

_ 1
cos(arcsin(z))

V1—z2
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|
Terminons par les graphes de ces fonctions qui sont obtenus par symétrie de ceux des fonctions trigonométriques :

tan et arctan

sin et arcsin cos et arccos

notez qu’en particulier les tangentes verticales de la fonction tan deviennent des tangentes horizontales de la
fonction arctan donc :

li tan(z) = ~ i tan(z) = — -
w_}rfooarc anl\xr) = 2 x_}r_nooarc anl\xr) = 2

2.6 Application a la recherche d’inégalités
L’étude de fonctions permet également de prouver des inégalités. Commencgons par un peu de vocabulaire :

Définition 2.6.12 : Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur un intervalle I. On dit que :

1. M est un majorant de f sur I si :

Veel, flz)<M

2. m est un minorant de f sur I si :

veel, f(x)<m

3. My est un mazimum de f sur I si c’est un majorant de f et si il existe xg € I tel que f(x9) = My

4. mg est un minimum de [ sur I si c¢’est un minorant de f et si il existe xg € I tel que f(xo) = mo

Remarque(s) 21 : 1. Notez que presque toujours les majorants (et les minorants) d’une fonction f ne sont
pas uniques. Le fonction cosinus admet par exemple tout réel supérieur a4 1 comme majorant.

2. 11 est aussi possible qu’'une fonction n’admette ni majorant ni minorant ; la fonction définie sur R par
f(z) = z n’a ni majorant ni minorant sur R.

3. Par contre, si une fonction admet un maximum (ou un minimum), celui-ci est unique : nommons M — 1
et My deux éventuels maximum de f sur [ alors par définition il existe 1 et x5 tels que f(xz1) = M; et
f(z2) = My donc comme ce sont des majorants :

My = f(z1) < My et My = f(z2) < My

donc My = Ms.

4. 11 est trés facile de repérer graphiquement un majorant ou un minorant si ’on connait le graphe d’une
fonction. Par exemple :
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-1/2 n est pas un majorant 1/2 est un majorant
1- 1-
0.5 - 0.5
> 0- >

-0.5

0 0.5 1 15 2

5. Il arrive trés souvent qu’une fonction admette un majorant mais pas de maximum. Par exemple, la
fonction

1

Tr) = ——
fla)=——
définie sur R} admet pour majorant 0 mais n’a pas de maximum.

Si 'on cherche a montrer que :

veel, f(x)<g(x)

alors il suffit de montrer que 0 est un majorant de f — ¢ (ou un minorant de g — f) a Paide d’une étude de fonction.
Voici quelques exemples essentiels :

Exemple(s) 25 :
25.1 Commengons par prouver que :

VeeR, e>z+1
c’est I'inégalité géométrique que I'on a utilisée lors des théorémes de comparaison. On pose :
fla) =e" = (z-1)

Alors f/(z) = e* — 1 donc f est décroissante sur R_ et croissante sur R . On en déduit que f admet un
minimum en 0, c’est-a-dire I'inégalité recherchée.

25.2 La fonction logarithme vérifie aussi une inégalité géométrique du méme type :

Vo € RY, ln(:c)ga:—l‘

on dit que la fonction logarithme est « en dessous » de sa tangente en 1.
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In est en dessous de sa tangente en 1
>
| | | | | | | | |
04 06 08 1 12 14 16 18 2
X
En effet, si :

fl@)y=In(z) —x+1

Alors f'(z) = 1 — 1 donc f est croissante sur ]0,1[ et décroissante sur |1, +oo[. Elle admet donc un

maximum en 1, ce qui montre 1'inégalité recherchée.

25.3 Pour la fonction sinus, il est important de retenir que I'inégalité suivante, qui se montre en n’oubliant

pas d’utiliser la parité pour se ramener a une démonstration sur R :

Yz R, |sin(x)| < |||

sinus et sa tangente en 0
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25.4 Enfin, pour la fonction cosinus, I'inégalité suivante se montre & ’aide de celle du sinus :

2

Vz e R, cos(x) 21—?

une fonction minorante de cosinus

-0.5 -

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
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Chapitre 3

Nombres complexes

3.1 Définition

Définition 3.1.13 : On considére [’ensemble des points du plan, que l’on note

C ™ {(z,y), z € R, y € R},

sur lequel on définit deux lois (ou opérations) notées + et X par, pour tous réels a, b, ¢ et d :
(a,0)+(c,d) = (a+ ¢,b+d)

(a,b)x(c,d) =(axc—bxd,axd+bxc).

Notation(s) : Si z = (a,b) est un élément de C, on le notera :

2 N +bi
Et on dira que a + bi est l’affize de ce complexe. On appellera de plus a la partie réelle du complexe z et b

sa partie imaginaire. On les notera :
a=Re(z), b=Im(z).

On verra dans la suite I’ensemble des réels comme le sous ensemble des complexes donc la partie imaginaire
est nulle; en particulier : 0=0+4+0¢, 1=1+401.

z=a+bi

2
b=Im(z)
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Remarque(s) 22 : 1l existe une astuce qui permet de retenir extrémement facilement la formule du pro-

duit ; avec la notation z = a + bi, tout se passe comme si il suffisait de se souvenir de la régle de calcul
supplémentaire

i2=—-1

puis d’utiliser les régles de calcul usuelles. Notez bien que i n’est pas un réel mais juste une notation pour
(0,1)!

Il est important de remarquer qu’il est possible de faire les calculs dans C de la méme fagon que dans les réels :

Proposition 3.1.3 : Soit z1, 23 et z3 trois éléments de C (dans la suite, on notera z1,22,23 € C ou
(21,22,23) € C3) alors :

1. (z1+22)+ 23 =21+ (224 23), 21 X (22 X 23) = (21 X 22) X 23 associativité de la somme et du produit,
2. 21420 =29+ 21, 21 X 22 = 22 X 21 commutativité de la somme et du produit,
3. 21 X (204 23) =21 X 20+ 21 X 23, distributivité du produit sur la somme,

4. 21 +0=21, 21 X1 =21 0 est un élément neutre pour la somme et 1 pour le produit,

Démonstration : 1l s’agit dans tous les cas d’un calcul direct.

Remarque(s) 23 : 1. Si z et 2z’ sont deux complexes, on a par définition :

Re(z + 2') = Re(z) + Re(z') et Im(z+ 2') = Im(z) + Im(2")

mais attention :

Re(z x 2') = Re(z) x Re(2') — Im(z2) x Im(2') Im(z x 2') = Re(z) x Im(2’) + Im(z) x Re(2").

N’inventez pas de formules fausses...

3.2 Premiéres opérations géométriques
Par sa nature géométrique I’ensemble des complexes C est muni de diverses opérations géométriques :

Définition 3.2.14 : Soit z = a+ bi un complexe. Alors :

1. La distance de z a 0 est notée |z| et appelée module de z ; par le théoréme de Pythagore |z| = Va? + b2.

2. La symétrie orthogonale par rapport & l'axe des réels de z est appelée conjugaison complexe de z et est
notée z ; clairement, Z = a — bi.

Remarque(s) 24 : 1. On remarque facilement que si z est un complexe alors :
|z| =0<=2z=0.

2. Il est important de savoir passer de la géométrie a I'algébre a ’aide de ces opérations. En particulier :
(a) z=zZ<=z€R.
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(b) z=—-zZ<=z€iR
(¢) Si My a pour affixe zp et r est un réel strictement positif, alors :

i. Le cercle de centre M et de rayon r est ’ensemble des points :
C(My,r)={2€C, |z—2z|=r}
ii. Le disque de centre My et de rayon r est I’ensemble des points :

D(My,r)={2€C, |z—2|<7}.

La propriété suivante permet de faire le lien entre calculs et géométrie :

Proposition 3.2.4 : Soit 21,20 € C2. On a :
1. 21 x 71 = |21)?
2. Compatibilité avec les opérations :
(a) 21+ 22 =21 + 2,
(b) 21 X 29 = Z1 X Za et |21 X 2| = |21] X |22],
(c) siza #0, z21/20 =Z1/%2 et |z1/22| = |21]/]22].

Remarque(s) 25 :

cette égalité nous incite alors a noter :

1 N—Ot‘ i X Z
z |22~

2. De la définition de la conjugaison complexe, on déduit immédiatement :

Re(z) = % (z+2) et Im(z)= % (z —2).

Exemple(s) 26 :

1420 _ 3 , 1.
26.1 L2 =3 4 1i

26.2 Soit z € C\ {1}. Alors :

1—=2
1+ 2

cER<—=zecR.

26.3 Remarquons que :
Re(z) < |z| et Im(z) < |z

De plus
z € Ry < Re(z) = |z|.

Proposition 3.2.5 : Soit z et 2’ deux complexes. Alors :
|2+ 2| < |2] + |2]

Et l'on a égalité si et seulement si z et 2’ sont alignés, de méme sens.

1. Si z est un complexe différent de zéro (on notera dans la suite z € C*) alors :
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Démonstration : Soit z et 2z’ deux complexes. On a :

42 =+ )xGF2)=2xzZ+z2x2 +2x2 42 x2 =|2)° +2Re(z x ') + |2/[*.
~——

=zxz’

Mais de plus : -
(2l +12D* = |2* + 22| x |2/ +|2]* = |2 + 2]z x 27| + ||
-~

=|2']

L’inégalité recherché est donc une conséquence de :
Re(z x 2/) < |z x 2/|

et le cas d’égalité vient de ce que nous avions vu dans la remarque précédente.

Remarque(s) 26 : 1. Géométriquement, cette inégalité se traduit par :

Dans un triangle, la longueur d’un coté est plus petite que la somme des longueurs des deux autres.

Exemple(s) 27 :

27.1 Le cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire peut servir & déterminer le maximum d’une fonction. Par
exemple, on a, si |z| < 1:
lz 4+ (1 +4)] < |2+ 1+ < 1+ V2.

Déterminons en quel complexe (s'il existe) |z — (1 +4)| prend cette valeur. Pour que ce soit le cas, 1 faut
et il suffit que les deux inégalités soient des égalités, ou encore que :

z2=Ax(=(141), AeRy, et [z/=1

On en déduit que cette quantité est maximale pour zy = f% (1+1).

3.3 Arguments d’un nombre complexe non nul

Il n’existe une autre fagcon de décrire un point du plan que de donner ses coordonnées, c’est ce qu’on appelle
les coordonnées polaires ou encore en termes de nombres complexes le module et [’argument. Faisons un dessin.

z=a+bi
NS
2.59
24
=TI _
b =Im(z) p=l2
1.54
14
0.5
6, un argument de z
0 |
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5 5.5 6
0.5 a = Re(z)
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Pour un complexe non nul z = a + i b, on note p = |z| € R* et on rappelle qu'il s’agit du module du complexe
z. On désigne également par 6 et on appelle argument du complexe z un angle direct entre ’axe des abscisses et
le vecteur OM, M = (a,b). Notez que cet angle existe car le vecteur OM est non nul, mais qu’il est loin d’étre
unique! En effet, si € est un tel angle, toute valeur du type 8 + 2 kw, k € Z conviendra aussi. On note, pour ¢ un
réel :

eif N2 cos(f) + sin(6) i.

Le complexe z peut donc s’écrire : | z = pe’g.

Exemple(s) 28 :
28.1 On a: 2 =2¢'" donc un argument de 2 est § = 0.

28.2 Ona: —2=2¢'" donc un argument de —2 est § = —.

28.3 On a: |1+ = /2 donc :
2 2 o
14+i=12 ({—F\gz) —V2eit,
28.4 On a |v6 + /2| = 2v/2 donc :

V6+iv2=2V2 (?4—1;) =22¢'5.

Trouver un argument d’un complexe non nul quelconque se fait a I’aide des fonctions trigonométriques inverses.
Supposons que z est la partie réelle de z = pe'? # 0 et y sa partie imaginaire. Alors rappelons que :

p=Va+y?

pour retrouver 6, on utilise que :

z x . Yy Y Y
cos(f) = — = ——, sin(d) === —-—— donc tan(f) = =.
©) p x? + y? ©) p x? 4+ y? ©) x

La derniére formule n’étant valable que si z # 0. Cette formule nous permet, grace a la fonction arctan de donner
des formules pour obtenir un argument & partir d’une partie réelle et d’une partie imaginaire. Résumons-les : un
argument 6 €] — m, 7| du complexe z = x + yi est donné par :

arctan(¥) x>0
arctan(¥) +7  y>0,2<0
¢ =qarctan(4) —m  y<0,2<0
5 y>0,2=0
-3 y<0,2=0

Que I'on peut retenir plus facilement & I’aide du dessin suivant :
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z2<0,y=20 0¢cfr/2,q

x>0, 0€l—n/d /2]

<0, y<0\f€l—-m —m/2[

Démonstration : Les deux derniers cas sont immédiats. Pour les autres, si 'on cherche un argument 6 €] — 7, 7] :

l.e>0=0¢]—n/2,7/2], 2. (y=20,2<0)=0¢€|n/2,7],

et rappelons qu’on a précédemment déterminé la valeur de la fonction :

f(6) = arctan(tan(6))

sur | — m, 7]\ {—7/2,7/2}. Il y a trois cas :
1. sif €l —n/2,7/2], f(O) =0 2. sif€n/2, 7], f(0)=0—m,

Il suffit alors d’appliquer dans les trois cas cette formule a 1’égalité

f(0) = arctan(tan(f)) = arctan (g) .

Exemple(s) 29 :
29.1 Un argument de 1 47 est :
™
0 = arctan(1) = 1

On en déduit : 14 ¢ = /2ei™/4,
29.2 Un argument de z = —4 — 107 est :

@ = arctan (2) -

Propriété(s) 3.3.12: 1. ¢ =1,¢'%2 =i, '™ = —1,e7"%2 = —i.

[\)

. Soit (0,0') € R2. Alors : ¢! (0+0") — ¢i0 x 16"
3. Soit 6 € R. Alors : €if = =10 = 6%9.

4. On a : cos(f) = Ré(e'?), sin() = Im(e'?).
5. Enfin, on a les formules d’Euler :

ei0+e—i0 ei@

cos(0) = 5 , sin(f) =

—e
21

3. (y<0,2<0)=0¢€]-7,—7/2[

3.sif€]—m,—n/2], f() =0+m.

—i6
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Exemple(s) 30 :
30.1 Cherchons les entiers relatifs m tels que :

(14+9)™eR.
Ona:1l+4i=+2e"4donc:

(1 -l—’L)k _ (\/i)m eimfr/4

Or un tel complexe est réel si et seulement si son argument est égal & 0 ou 7 modulo 2 7. Ou encore

% € Z, m%:wm:ﬂkez, m = 4k.

L’ensemble des solutions est donc celui des multiples de 4 : S =4 Z.

Parfois, il est plus facile d’utiliser la propriété suivante pour calculer un argument :
Propriété(s) 3.3.13 : Si 6 est un argument de z et 6/ un argument de 2/, alors :
1. 6 + 6’ est un argument de z x 2’

4 / /
2. 812" #0, 0 — 0 est un argument de 3.

Remarque(s) 27 : Attention a bien parler d’'un argument et non de I'argument ! En particulier, n’énoncez
jamais cette propriété comme une égalité.

Exemple(s) 31 :
31.1 Soit :

21 =V6+iV2, z=1+1i,

21
et 23 = —.

22
Un argument de z; est § et un argument de 2o est 7. on en déduit qu'un argument de z3 = 21/22 est
T _m_ T
6 4 12

31.2 Considérons deux réels A et B tels que

Ve e R, f(x)= A cos(z)+ B sin(x).

Alors, si l'on considére le complexe (un physicien parlerait de diagramme de Fresnel) :

z2=A+iB=pe? =pcos() +ipsin(d),
on peut réécrire la fonction f :

f(x) = p(cos(8) cos(z) + sin(f) sin(x)) = p cos(z — 0).
On appelle alors p amplitude de f et 6 sa phase.
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3.3.1 Formules de ’arc-moitié

Si 0, et Oy sont deux réels, alors :

) . . 01464 L 01—69 010 01 — 6> 91405
€0 f el — ol T2 (T et ):2c0s< 5 xe' T,

et de méme :

e’L 01

. L 01+05 61 —0, 616y o 01 — 64 01405
—et =t T X (el T —eTi T ):2zsm( 5 xe T,

On appelle ces deux formules : formules de « 1’arc-moitié ». La premiére formule de ’arc-moiti¢ nous donne
en identifiant parties réelles et imaginaires :

cos(p) + cos(q) = 2 cos (p;q) cos (p—;—q) et sin(p) + sin(q) = 2 cos (p g q> sin <p —; q) .

et la deuxiéme :

cos(p) — cos(q) = —2 sin (p;q) sin (p;q> et sin(p) — sin(q) = 2 sin (p 3 q) cos (p —; q> .

3.4 Reésolutions d’équations

3.4.1 Racines carrées d’'un nombre complexe, equations du second degré
Supposons que nous cherchions, pour un complexe z = a + b4 un complexe § appelé racine carrée de z ' vérifiant :
2 =a+bi

Il existe deux méthodes pour calculer une telle racine carrée :

1. La méthode trigonométrique : si l'on écrit le complexe z sous la forme trigonométrique :

z=pxel

alors les racines carrées de z sont les complexes :

o =/pet?? et 5 =—\pe?2

Exemple(s) 32 :
32.1 Les racines carrées de —1 = ¢*™ sont :

im/2

5126 1 et 62:—6i7r/2=—i

32.2 plus généralement, si a est un réel négatif, a = |a| x €!™ donc ses racines carrées sont :

01 =1i+/|al et b2 =—i+/|al.

32.3 Les racines complexes de z =i = ¢'™/2 sont :

=i LY
2 2

et Jp= —€'7 = — 5

61:6

Vi V2
5

Malheureusement, cette méthode peut parfois étre un peu compliquée si I'angle trouvé pour la racine carrée
ne fait pas partie du « catalogue » des angles dont on sait facilement calculer le cosinus et le sinus.

1. 11 est totalement interdit d’utiliser la notation /8 pour un complexe (sauf si c’est un réel positif) !
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2. On peut cependant toujours utiliser la méthode algébrique, dont 'idée est trouver parties réelles et imagi-
naires des racines carrées en résolvant astucieusement un systéme :

(a) On écrit 6 = 2+ yi et on dit qu’il est racine carrée de z si et seulement si :

22—y +2xxyi=6>=a+bi

22—y’ =a
2e xy=">o
(b) Malheureusement ces équations sont en général difficiles a résoudre... il existe heureusement une astuce :

I'équation 62 = a + bi implique aussi 1’égalité des modules : 2% + y? = |§%| = |a + bi| = Va% + b2 ; on
en déduit le systéme :

ou encore :

R
22 +y? = Va2 + b2
2exy=1»b

(c) On résout le systéme : les deux premiéres lignes donnent x2 et y? ce qui détermine z et y au signe prés,
signe que l'on détermine avec la derniére équation.

Exemple(s) 33 :

33.1 Cherchons les racines carrées complexes de z = 8 — 614. Le complexe 6 = x + y i est racine carrée de z
si et seulement si :

2 -y =38
22 +4%2 =10
2x xy=—6

Les deux premiéres équations donnent :
r=23 et y==1
mais par la troisiéme équation, = et y sont de signes opposés, donc les racines carrées de z sont :

01=3—1 et d2=—-3+1.

Théoréme 3.4.2 : Soit (a,b,c) € C3, a # 0. Soit § une racine carrée de A = b* — 4ac. Alors
l’équation :
az?+bz4+c=0

admet pour solutions :
—b+6 " —b—6
z1 = et 2o = .
! 2a 2 2a

Démonstration : Remarquons que, si § est une racine carrée de A, A = §%. On peut donc écrire, pour z € C :

=—A
2 2 2
2+b +c= _|_i +M — _|_i _ i — ( _ )( _ )
az z cC=a z %24 40,2 =a z %24 %a =a (z Z1 z zZ2) .

Donc, comme a # 0 les solutions de ’équation
az’+bz+c=a(z—2z)(z—2)=0

sont z1 et za.
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Remarque(s) 28 : 1. Remarquez que, si A =0, z; = zg, il n’y a alors qu’une seule solution.

2. Dans la preuve, on a vu qu’il est toujours possible de factoriser sous la forme :

az2+bz+c:a(z—zl)(z—22)‘

on en déduit, en développant :

b c
21+ 29 =——¢€t 2129 = —.
a a

3. Sia, bet csont réels et A < 0, une racine carrée de A est § =i /|A| on retrouve donc les formules :

—b+i+/|A —b—i+/|A
:# vial o, — ZboivIAl

21
2a

En particulier, z; = Z5. Attention, ceci n’est plus valable si les coefficients ne sont pas réels!

Exemple(s) 34 :

34.1 Les racines de 1’équation :

224+241=0
sont
1 V3 207w
212+2zexp( 3 > et 29 =27
on notera :
. Not. 1+\/§ 29
= 21 =—=4+—1=¢€x —_—
J 1 B 9 p 3

Il y a quelques identités importantes a connaitre pour ce complexe :

1+j+2=0 F=1, j=4

34.2 Résolvons I’équation :
24 (-1-3))2+3i—4=0

Son discriminant vaut :
A=(-1-3i)2—-4(3i—4)=8—6i.

Les racines carrées de A ont été calculées dans I'exemple précédent. Elles valent :
01=3—1%1 et d0y=-3+1.
On en déduit que les racines de ’équation sont :

—(—1-3i)+6 —(—1-3i)+6
S Gk &) el 2’” O e G - DL 2’” 2 — 1424
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3.4.2 Equations polynomiales de degré supérieur
3.4.2.1 Meéthode par factorisation
Une expression du type :

Pz)=apnz"+ --+a1z+ag

est appelé polynome, et ag, ..., a, ses coefficients, bien souvent complexes. Si a,, # 0, on dit que P est de degré
n et que a, est son coefficient dominant.

Le but de ce paragraphe est de donner quelques idées théoriques et pratiques pour résoudre I’équation P(z) = 0
pour z € C. Les solutions de cette équation sont souvent appelées racines de P.

Théoréme 3.4.3 (D’Alembert-Gauss) :
Tout polynéme de complexe non constant admet une racine complexe.

Remarque(s) 29 : 1. La preuve de ce théoréme est hors de portée des outils de sup’. Vous avez cependant
le droit d’utiliser son résultat.

2. Ce résultat est souvent appelé théoréme fondamental de I’algébre. Il doit vous surprendre! Le théoréme
des valeurs intermédiaires assure que tout polynoéme de degré impair réel admet une racine, mais on ne
sait rien a priori sur tous les polynomes de degré pair. En passant de R & C, on ajoute une racine du
polynéme 22 + 1, ce qui suffit & donner une racine & tous les polynémes de degré pair.

3. Ce résultat est purement théorique. Contrairement au cas réel, il n’est pas possible de donner une valeur
approchée de ces racines grace a une étude de fonctions.

Propriété(s) 3.4.14 : Le complexe 2y est racine du polyndme P si et seulement si on peut écrire :
VzeC, P(z)=(2z—20)Q(2),

ou @ est un polynéme.

Démonstration : La réciproque est immédiate. Montrons le sens direct. Si zp est une racine de P, alors 0 est une
racine de la fonction polynomiale définie par :

Vz € C, Po(z) =P(z+ z0).
On peut alors écrire pour tout z € C :
Py(z)=bp 2"+ -+biz+ bo =2Qo(z)
~—
=0 car Py(0)=0

et donc P(z) = Po(z — 20) = (2 — 20) Qo(z — 20) = (2 — 20) Q(2)-

Remarque(s) 30 : 1. L’utilisation répétée de cette propriété et du théoréme de d’Alembert-Gauss nous
permet donc d’affirmer que si P est un polynéme non nul de degré n, on peut ’écrire :

Pz)=a(z—20)(z—21) -+ (2 — 2z)

ol a est son coefficient dominant et zg, 21, ...,2, sont ses racines. En particulier, P(z) = 0 admet
toujours moins de racines que le degré de P.

2. Une autre utilité de cette propriété est le corollaire :

Si un polynome P a plus de racines que son degré, c’est le polynéme nul. ‘

Méthode : Une méthode de résolution de P(z) = 0 est donc la suivante :
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1. on cherche une racine zy de P, 2. on écrit : P(z) = (2 —29) @(z), 3. on recommence avec Q(z) = 0.

Bien entendu, cette méthode suppose qu’on arrive & « trouver » une racine. Voici quelques « astuces » pour
y parvenir. Cependant, Galois a montré qu’il n’est pas possible d’exprimer les solutions de

2P —24+1=0

a l’aide de racines n-iémes. Ne vous attendez donc pas a une méthode générale!

1. Si P est un polynome & coefficients entiers et qu’il admet une solution entiére, alors elle divise son
coefficient constant.

2. Si le complexe zg est racine d’'un polyndéme a coefficients réels P, alors Z; aussi.

3. Pensez & des changements de variables pour réduire le degré (équations bicarrées par exemple...).

Exemple(s) 35 :

35.1 P(z) = 23 — 2% — 2 — 2 admet pour racine 2. On peut donc le factoriser par z — 2. On écrit :

z —z -z 2| z =2
—23 4227 22 4z 41
52
22 42z
z
—z +2
0

donc P(z) = (2 — 2) (22 + 2z + 1). Les solutions de P(z) = 0 sont donc z =2, z = j et z = j°.
35.2 Le polynome P(z) = 23 + 22 + 2 + 1 admet pour racines —1, i et donc —i. Ce sont donc les solutions de
I'équation P(z) = 0. De plus :

Pz)=(z+1)(z—9)(z+i) = (z+1) (22 +1).
35.3 Le polynome P(z) = 2* + 1 est bicarré. On peut donc poser Z = 22 et écrire :
A H1=2 1= (2 i) (Z+i)= (2 ) (2 +0)

. L . . . . L . .o .
en utilisant la méthode exponentielle, il est maintenant facile de résoudre 22 =i = e* 2 et 22 = —f =
e~ " 2. Les racines complexes de P sont donc :

i i T i
{e"s,—e'1 e "4 —e' 1},

Notez qu’on peut aussi écrire : 24 +1 = (22 4+ 1) — (v22)? = (22 = V22 4+ 1) (22 + V22 + 1).

3.4.2.2 Racines n-iémes d’un complexe
Le probléme qui va nous intéresser est le suivant : étant donné n € N*, résoudre I’équation :
2" =1.

Les solutions complexes de cette équation s’appellent racines n-iéme de ['unité. Calculons-les. Soit n € N* fixé :

1. Siz" =1, alors z € U. En effet, z # 0, il posséde un argument noté #. On a alors :
2" = (|7] ew)n =|z|"e'"? = 1.
En prenant les modules, on obtient :

|z]* =1, or |z| > 0 donc |z| = 1.
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2. Il y a exactement n racines n-ieme de l'unité. En effet, si z est solution de 2™ = 1, alors on a :
2km
nd=0 mod [27], soit Tk € Z, 0 = —.

n

Donc, par 2 m-périodicité, les solutions :

2
VEk € [0,n —1], zr = exp (z Zﬂ>

3. On note ’ensemble de ces solutions :

U, = {exp <i2iﬂ>, k€ [[O,n—l]]} ,

c’est ’ensemble des racines n-iéme de 'unité cherché.

Ces ensembles de solutions se représentent trés bien sur un dessin, les voici pour n = 5,6,7 :

1 1 1
0.5 - 0.5 /Q/ \S\ 05 |-
5

0Fr 0

-0.5 -0.5 \S\ // -0.5 |
-1 1 ! 1 -1 I 1 I -1 1 1 1
1 -0.5 0 0.5 1 . .

-1 -0.5 0 0.5 1 -

Exemple(s) 36 :
36.1 Uy ={1}, Uy ={1,-1}, U3 = {1,j7j2} et Uy = {1,¢,—1,—i}.
36.2 Résolvons I’équation :
9 4
< z—|—1> _
z—1

L’expression apparaissant est définie pour z # 1 donc ’ensemble de définition est C\ {1}. Le complexe

_22—|—1
Toz—1

Z

est une racine quatriéme de 'unité. On a donc :

Z=1 ou Z=4i ou Z=-1 ou Z=-—i,

-1-3¢ —1+4+31
S=49-2 0 .
{ 9 5 (] 5 }

c’est-a-dire :

Cherchons maintenant les solutions de I’équation :
2" =a, ot a=|ae? € C*, neN".

Une solution particuliére est le complexe :

1

- 0
neln

20 =|a

Mais alors (z/z9)™ = 1 donc z/zy € U,. Les solutions de 1'équation sont donc : :

{zou, uwelU,}= {|a|71l exp (294—2k7r>’ ke [[Om—l]]}.
n
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Exemple(s) 37 :

37.1 Résolvons I’équation :

us
2

On remarque que i = e* 2. On a donc :

2 e
5={exp<i (g+k;>> k‘e[[O,Z]]}Z{e”G,els,e’ga}.

Il est ici possible d’exprimer ces trois complexes sous forme algébrique :

1 1
sz{\/g+i,—‘/§+2z’,—z}.

2 2 2

37.2 Résolvons I’équation :
22 +1=0.

L’équation que ’on cherche & résoudre équivaut & :

une solution particuliére est donc : zg = ¢! ™/® puis 'ensemble des solutions :

S = {6z7r/o’edz7r/5’ 71,6717#5,69”‘—/0} )

3.5 Quelques fonctions complexes & valeurs complexes

3.5.1 Exponentielle complexe

Définition 3.5.15 : (Exponentielle compleze.) Soit z = a+bi un nombre complexe. On appelle exponentielle
du complexe z et on note e* ou exp(z) le complexe :

Def. i
e* = ettt

Propriété(s) 3.5.15 : Soit z et 2/ deux nombres complexes. Alors :
1. e*e? =e*t?
2. e =efe® L 0et L =2

3. e* = ¢ si et seulement si Re(z) = Re(2') et Im(z) = Im(2') [27].

Démonstration :

1. Ecrivons z =a +ibet 2/ =a’ +ib’. Alors :
(a) Par lexponentielle réelle e® x e = et
(b) et par les formules de trigonométrie e'® x ' = ¢ (1),

DonC: ’ ’ ’ ’ ’ ’
) 3 i (b
e* X &7 = e x e° ><61b><ezb :ea+a Xez(+b):ez+z

2. On a e® = M) 1M qone le module du complexe e est exp(Re(z)) et un argument Im(z). De plus, par la
premier point e*e™* =1 donc 1/e* = e™*.
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3. La propriété est une simple réécriture du fait que deux complexes non nuls sont égaux si et seulement si leurs
modules sont les mémes et leurs arguments sont congruents modulo 2 7.

Exemple(s) 38 :
38.1 Résolvons I’équation e* = 3i. Pour ceci, on commence en écrivant :
. LT
34 =exp (111(3) +i 5) .
Les solutions sont donc les complexes s’écrivant :

z:hm$+i(g+2kﬂ7 kel

3.5.2 Transformations du plan

Propriété(s) 3.5.16 : Soit M un point d’affixe z.Alors :
1. Si @ a pour affixe u, alors |t(z) = z 4+ u | est 'image de M par la translation de vecteur .

2. Sik € R*, | h(z) = k z | est laffixe de 'image de M par ’homothétie de centre O et de rapport k.

3.S10eR,|r(z) = e'? 2 | est laffixe de I'image de M par la rotation de centre O et d’angle 6.

Remarque(s) 31 : 1. Rappelons que si A et B sont d’affixes respectives z4 et zp, le vecteur 1@ a pour
affixe zp — z4. C’est souvent pour un tel vecteur que 'on utilisera la propriété précédente.
2. Allons un peu plus loin. Si C' est un point différent de A d’affixe z¢, alors le complexe :
ZB — ZA

RC — %A

admet pour argument ’angle orienté entre les vecteurs 1@ et 1@ . En particulier :

ZB — 2 ZB — 2
PBTEA R ot ABLACe BTFA iR
2o — ZA ZC T ZA

A, B, C alignés <

Exemple(s) 39 :

39.1 Cherchons les complexes z tels que 1, z et z? sont alignés. Le complexe d’affixe z = 1 est clairement
solution. Sinon, un tel complexe vérifie :

1— 2 1— 2
i = i <~ l4+z=14+z2<=z€R.
1—=2 1—2z

39.2 Cherchons les complexes z non nuls tels que si § et —¢§ sont les racines carrées de z, le triangle formé
par ces trois points est rectangle en z. Clairement, z = £1 convient. Sinon, z # § et on peut traduire
cette condition par :

= |z|=1.

GHON _ 246 0+l 041
z—6)  z—6 b—1 -1

Il s’agit donc du cercle unité.
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Chapitre 4

Sommes et produits :

4.1 Reécurrence simple

Le raisonnement par récurrence simple est basé sur le principe suivant. Considérons une proposition P(n) dont
on veut montrer la véracité pour tout entier naturel n. Alors il suffit de :
1. La montrer pour n = 0 (on parle d’initialisation de la récurrence) (notez qu’'on pourrait aussi commencer
en un entier k quelconque mais qu’alors la propriété ne serait prouvée que pour n > k)
2. De montrer que si pour un entier naturel N, P(N) est vraie, alors P(N + 1) aussi (on parle d’hérédité de la

récurrence)

Exemple(s) 40 :
40.1 Une suite arithmétique de raison r € R et de terme initial a € R est définie par :

VneN, upp1=u,+7r et uy=a.

Montrons que :

Vn € N, un=nr—|—a.‘

Démonstration :

(a) Initialisation : On auo =a et 0r +a = a.
(b) Hérédité : Soit N € N fixé. On suppose que uy = N r + a (Hypothése de récurrence (H.R.)). Alors :

= = N = N+1
UN41 =UN + T a+Nr+r=a+(N+1)r

H.R.

I’hérédité est vérifiée et la formule donc vraie pour tout entier naturel n.

|
40.2 Une suite géométrique de raison g € R et de terme initial a € R est définie par :
VneN, upy1=qu, et wuy=a.
Montrons que :
vneN, wu,=aq".
Démonstration :
VH
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(a) Initialisation : On a up = a et aq® = a.
(b) Hérédité : Soit N € N fixé. On suppose que uy = ag”. Alors :

unt+1 =quny = gaq" =ag"t
+ ~

H.R.

I'hérédité est vérifiée et la formule donc vraie pour tout entier naturel n.

40.3 Montrons que (inégalité de Bernoulli) :

Ve>-1,VvneN, (1+z)">1+nuz.

Pour ceci, on pose :
Pn): Ve -1, (1+z)">1+nx.

(a) Initialisation : prenons n = 0. Alors, pour z > —1 :

1+2)=1>21=1+0xz.

(b) Hérédité : supposons, pour N un entier naturel fixé, que P(N) est vraie et montrons P(N + 1). Soit
z un réel plus grand que —1. On a :

(1+2)Y > 14 N x z (hypothése de récurrence) et 14z >0 (z > —1).
Ceci nous donne, en multipliant la premiére inégalité par le réel positif 1 + x :
A+ > (1 +Na)x(1+2)=1+(N+1D)z+N2>>1+(N+1)z (22>=0).
Concluons : par principe de récurrence, la propriété est donc vraie pour tout n; donc :

Vez-1,VneN, (1+z)">=1+nuz.

40.4 11 est possible d’initialiser une récurrence pour un entier différent de 0 ; par exemple, montrons que toute
somme supérieure & 12 peut étre payée seulement avec des piéces de 4 et de 5 :

Vn > 12,3(a,b) € N*, 12 =4a+5b

(a) Initialisation : prenons n = 12. Alors 12 =4 x 3.
(b) Hérédité : supposons, pour N un entier naturel fixé supérieur a 12, la propriété soit vraie, ¢’est-a-dire
qu’il existe deux entiers naturels a et b tels que :

N=4a+5b

Il y a alors deux cas :

i. Si a # 0 alors :
N+1=4(a-1)+5(0b+1)

ii. Si a = 0 alors, comme N > 12, b > 3 donc :
N+4+1=5b+1=5(b—-3)+44

Concluons : par principe de récurrence, le propriété est donc vraie pour tout n > 12.
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4.2 Définition, premiers exemples

Définition 4.2.16 : Soit (x,)nen une suite de réels ou de complexes. On définit, pour tout entier n :
n n
E:J% et IIJ%
k=0 k=0

par les formules de récurrence :

n+1 n+1

0 n 0 n
E Tk = T, E Tk = E Tk + Tpy1 et Hark=xo, ka= ka X Tpt1-
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Remarque(s) 32 : 1. Il est parfois aisé, pour bien se représenter les sommes et les produits, de noter :

n

n
g Ty =x0+x1+---+x, et Hmkzxoxxlx---xxn.
k=0 k=0

Cette notation, bien qu’un peu dangereuse, permet souvent de retrouver des formules pour travailler
avec les sommes et les produits. La premiére, quand & elle est utile pour travailler par récurrence.

2. Soit I un ensemble fini non vide a n éléments. Numérotons ses éléments par les entiers compris entre 0
et n — 1, c’est-a-dire :
I ={ig,i1,.-yin-1}.

Alors on définit, pour (z;);c; une famille de réels ou de complexes indexés par [

n—1 n—1
k=0

el k=0 iel

Notez que cette définition ne dépend pas de l'ordre employé dans la numérotation de I.

3. Si I =[k,k+n], ot k < n sont deux entiers naturels, on note :

n
Not.

E Xr; = E ZT;

i=k

i€[k,n]

Traitons quelques exemples :

Exemple(s) 41 :

41.1 On a:
E 1=14+14---+1=n+1 et ||1=1><1><-~-><1:1.
—_—
k=0 n+1 fois k=0

41.2 On pose, pour n € N* :

n
n!sz‘ et 0'=1.
k=1

En particulier : 6! =6 x 5 x4 x 3 x 2 x 1 ="T720.
41.3 On a :

~nx(n+1)
D k= —

k=0

n
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Notons S cette somme. Alors :

Démonstration :
S = 1 + 2 + - 4+ n-1 + n
+ 5 = n + n—-1 + - 4 2 + 1
28 = n+1 + n+l1 + -+ + n+l + n+l
Donc25:nx(n+1)puiSS:w.
|
414 On a :
ikQan(n—i—l)x@n—i—l)'
k=0 6

Démonstration : Montrons-le par récurrence sur n.
(a) Ingtialisation : sin = 0, les deux cotés de 1’égalité sont égaux a 0.
(b) Hérédité : Supposons le résultat vrai pour N € N fixé. Alors :
Nx(N+1)x(2N+1 2N*+7N+6
~~ 6 6
H.R.

]
HM
-

Mais (N +2) X (2N +3) =2N? + 7N 4+ 6 et la formule est donc aussi vraie au rang N + 1

Par principe de récurrence, le formule est donc vraie pour tout entier naturel n.
|

Remarque(s) 33 : Voyons quelques opérations « autorisées » avec les sommes et les produits, que lon
retrouve facilement en développant avec des pointillés. Soit k¥ < n et A une constante complexe On a :

1. Pour les sommes :
m m m m

i(ai—i—bi):Zai—i—Zbi et Z)\xai:)\xZai.
i=k i=k

i=k i=k i=k

2. Pour les produits (quand ceci a du sens pour le quotient) :

Haixbi:Haibei et Ha,/bz—<Haz>/<Hbz>
i=k i=k i=k i=k i=k i=k

Exemple(s) 42 :
42.1 Si (up)nen est une suite arithmétique de raison r, alors :

YneN, u,=uy+7rxn.

Donc :
" " - = nx(n+1
kz_ouk:ZO(uO—l—rxk):’;)uo—i—rxlgk:(n—i—l)xuo—i—rx(2)

Mais r x n = u,, — ug d’ou :
n—+1
X

n
Zuk I (upn, + ug).-
k=0
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4.3 Quelques techniques de calcul

Propriété(s) 4.3.17 : (Relation de Chasles) Soit (u,)nen une suite et p < ¢ deux entiers naturels. Alors :

p q q p q
Up = E ug + E ur et Huk:]:[ukx H Uk
0 k=0 k=0 k=0

k=p+1 k=p+1

q

k=

Exemple(s) 43 :
43.1 Soit 2 < p < ¢ deux entiers naturels. On a :

,ﬁp’“: (Hk)/<nk> Gl

k=1

43.2 Soit 1 < p < ¢ deux entiers naturels. Alors :

LN~ S _axl) px(p=1) _ (a—p+1)x(a+p)
Z ’;) 1;) 2 2 2

k=p

Propriété(s) 4.3.18 : (Changements d’indice) Soit (uy)nen une suite et p < ¢ deux entiers naturels. Alors :

q q—p
1. On peut effectuer le décalage : : Z up = Z Uigp-
k=p i=0
q q
2. On peut effectuer la symétrisation : Z Up = Z Ug—i-
k=0 i=0

Remarque(s) 34 : Bien entendu, ces formules restent valables pour des produits.

Exemple(s) 44 :
44.1 Soit a € C, a # 1. Alors :

n
i an+1 -1
a ==
a—1
k=0
Démonstration : On a :
n n n n n+1
(1—a) x oF — o — oF = o — A =0 gt =1 gt
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1
[ |
44.2 Supposons maintenant que m < n. Alors
n
X an+1 —q™
> at=
a—1
k=m
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Démonstration : Par la relation de Chasles, on a :

1
" Zn:a m— ak n+1 -1 B a'm -1 7 an+1 _a'm
Z Z a—1 a—1

=0

44.3 Une utilisation classique d’un décalage est le calcul :
n—1 n—1
S, _ka = > (i+1)2 = (ZzzljuZQl) 2(8, —n2" +2" —1).
i= k 14=0

Donc S, = (n —1)2"*! + 2.
44.4 Soit n € N* et (a,b) € C% On a (formule de Bernoulli) :

n—1
a” —b"=(a—0) Z ak pn1iok,
k=0

En effet :
n—1
(a—b) Za bnlk Zak+1bn1k Za bnk Za bnk Za e k:an_bn.
k=0
44.5 On a :

" /1 1 "1 & 1 "1 &1
Z(zfm)ZanH_k,v 270

ko
Il
=
=
I
—
N
Il
3
+
=
|
?T‘
H
=
N
—

Propriété(s) 4.3.19 : (sommes et produits télescopiques) Soit (v, )nen est une suite, alors :

n

Z(vk+1 — Uk) = Uny1 — V0.

k=0
et si, de plus, le suite est constituée de complexes non nuls :
n

H Uk+1  Un+1
i vy

k=0

Exemple(s) 45 :

45.1 Considérons la somme :

45.2 Calculons le produit :
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4.4 Formule du bindme de Newton

Les coefficients binomiaux sont définis par, pour p < n deux entiers naturels :

()=t

Exemple(s) 46 :
46.1 On a :

46.2 De plus :

Si p > n, on dira que (Z) = 0. Retenir la formule de définition est trés importante, mais il existe une méthode
pour calculer ces coefficients : le triangle de Pascal, dont la justification est donnée par la formule éponyme, pour
k et n des entiers strictement positifs (faites le calcul!) :

n\ (n—1 n n—1
k) \k—-1 k)
cette formule, couplée aux cas particuliers (Z) = (g) = 1 permet de calculer les coefficients binomiaux ligne par

ligne (et c’est exactement ce dont on aura besoin pour la formule du bindéme de Newton) :

AN k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

n=_0 1 0 0 0 0 0
n=1 1 1 0 0 0 0
n=2 1 2 1 0 0 0
n=3 1 3 3 1 0 0
n=4 1 4 6 4 1 0
n=>5 1 5 10 10 5 1

Théoréme 4.4.4 (Formule du binéme de Newton) : Soit (a,b) € C? et n € N. Alors :

b =30 (D)

k=0
Démonstration : Soit (a,b) € C*. Montrons la formule par récurrence sur n.

1. initialisation : sin =0, on a :
° (o 0
(a+0)° =1 Z <k> a" x "7k = (0> a®x b0 =1.
k=0
2. hérédité : supposons que, pour N un entier naturel fixé :
N
N
(a+0)N = <k>ak><ka.
k=0
Alors :
N N N
N . _ N . _ N _
(a4 B = (a+b) x <Z (k) e ) - (/c) LD (1«) cer
k=0 k=0 k=0
Donc, en effectuant le changement de variables k' = k + 1 dans la premiére somme :

N+1 (N K N+1—k (NN & N41—k
(a+0b) :Z w1 x b —‘,—Z P x b
k=0

k'=1
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N
N N .
__ _N+1 N+1 Z k N+1-k
- i +k_0<<k>+(k_1>) © .

11 suffit alors d’utiliser la formule du triangle de Pascal pour conclure.

Exemple(s) 47 :

47.1 11 est bon de se souvenir de certains cas particuliers. Par exemple :
(a+0)>®=1a>+3a*>xb+3axb®+ 10

47.2 La formule du binéme de Newton nous donne également des informations sur les lignes du triangle de

Pascal : .

zn: (Z) S Y (Z) (—1)k = 0.

k=0 k=0
47.3 Enfin, le calcul de certaines sommes se raméne parfois & utiliser la formule du binéme. Par exemple :
- n " n—1 -1
_ - _ - _ n—1
2r() =2 ()= m () =

k=1

4.5 Sommes et fonctions trigonométriques
1. Soit n € N et 6 € R. La formule de Moivre :
cos(nf) +sin(n6)i = e'™% = (cos(f) + sin(#) )"

permet, en développant lexpression de droite grace au bindme de Newton, d’exprimer cos(n 0) et sin(n ) en
fonction de cos(#) et sin(0).

Exemple(s) 48 :

48.1 On a :
(cos(#) +sin())° =

cos®(0) + 51 cos*(0) sin(f) — 10 cos®(0) sin®(0) — 104 cos?(#) sin®(0) + 5 cos(f) sin®(#) + i sin®(6)

Donc :

{cos(5 0) = cos®(0) — 10 cos?(#) sin*(#) + 5 cos(#) sin*(6)
sin(560) = 5 cos*(6) sin(f) — 10 cos?(#) sin®() + sin®(0).
48.2 Déduisons-en une formule pour sin (Z). On a, grace a la formule cos?() + sin?() =1 :
sin(56) = 16 sin®(0) — 20 sin®(6) + 5 sin(6).
Dong, si 'on pose z = sin(7/5) :
0=162" —202° + 52 =z (162" —202% +5).

Donc comme z # 0, il s’agit de résoudre une équation bicarrée. On trouve :

s 5+45 s 5—5
xr = 3 ou xr = 3 .

Le premier cas est & exclure car z2 = sin(7/5)? < sin(7/4)? = 1/2. Enfin, = sin(7/5) > 0 donc :

(my _ |5 V5
sm(g): > 3 5.
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Remarque(s) 35 : Remarquez que grace a ces formules, il est toujours possible d’exprimer le cos(n 6)

uniquement & l’aide de cosinus et le sinus seulement & 1’aide de sinus. Ce n’est pas toujours le cas pour
la fonction sinus.

2. Soitn € N*. On a :

3. Soit # €]0,2x[. Alors :

n n ; et (n+1)6 _ 1
Zcos(kﬁ) = Re Z(e k) =Re (6“91) .
k=0

k=0

Pour calculer cette partie réelle, on utilise maintenant la formule de I’arc-moitié :

et(n+1) 0 _q _ ¢! ("t 5 —2i sin (%9) _ in$§ w
e —1 il —2i sin (%) —° sin (§)

On en déduit :

n in (2L g
Zcos(k‘ 0) = cos (n Z) M.
k=0

sin (5)
4.6 Produit de deux sommes - sommes doubles

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les sommes dites doubles. Le cas le plus simple est dit « rectangulaire » :

E Q5.
0<i<n
0<j<m

Il existe alors deux fagons d’effectuer la somme, par lignes, ou par colonnes :

Q.3 .3 2.3) 3.3 @.3) .3 ©.3) w3 @3 3.3) @3 (5.3)

(0.2) 1,2 2,2) (3.2 @2 (5,2)

©.2)" @2 @2 3.2 @2 (5.2)

©1 @y @1 6.1 I S F)

0,1 A 1) A 2,1) A 3.1 A @, 1) A (5,1)

ol0.0) 1,0 2.0 (3.0 @00 (5,0)

o 0s 1 Ts 2 25 3 335 g 45 s 55 0|00 o 2.0 L ER) 4.0 4650

Ce qui donne, en utilisant ces deux numérotations : :

n m n m

E :E :ai,j = E : i = E :ai,j-

i=0 j=0 0<i<n §=0 i=0
0<j<m

Vésale Nicolas VH


http://lyceehugobesancon.org/prepaslvh/

Page 72/265 2025 — 2026

Exemple(s) 49 :

49.1 On a:
o SN, B - oo omy _ (n+1)(m+1)(n+m)
Z (z+])—. Z(z+g)—Z(m+1) (H_E)_ 5 :
0<i<n =0 j=0 =0
0<js<m
49.2 On a :

(. | nm(n+1)(m+1)
Z 23-(22) ;] = 1 :

0<i<n 1=0
0<gj<m

Un autre type de sommes doubles que 1’on rencontre souvent est dit « triangulaire » :

§ , @i,

1<g<isn

On peut alors, comme pour le cas des sommes précédentes, procéder par lignes ou par colonnes :

n % n o n
§§@u= E am‘ZE Eai,j.

i=1j=1 1<j<ign =1 i=j

Exemple(s) 50 :
50.1 Parfois, intervertir une somme triangulaire facilite grandement les calculs :

n

50.2 Parfois, une somme triangulaire apparait naturellement lors d’un calcul :

n n n n
domin(ij)= D g+ D =3 3 i+> > i
1<i<n 1<5<ign 1<i<j<n j=1i=j i=1 j=i+1
1552n

:jz:;(n—j—l—l)j—l—z:(n—i)i:(2n+1)n(n2+1) 3 n(n—|—1)3(2n+1) _ n(n+1)6(2n+1).

i=1
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Chapitre 5

Calculs de primitives :

5.1 Définition, premiers exemples

Définition 5.1.17 : Soit I un intervalle de R et f: I - K (K=R ou C). On appelle primitive de [ une
fonction F: I — K dérivable sur I telle que :

Ve el, F'(z)=f(x).

Remarque(s) 36 : 1. Une fonction f n’admet jamais une seule primitive, en effet, si F est un primitive de
f alors pour toute constante k € K, la fonction F' 4 k est aussi une primitive de f.

2. Réciproquement, si F' et G sont deux primitives de f, alors (F —G)’ = 0 donc comme I est un intervalle,
il existe une constante k telle que : F' = G + k sur [.

3. Les deux précédentes remarques se résument a : si F' est une primitive de f alors ’ensemble des primitives
de f est:

[{F+k keK}.|

4. Tl est possible que certains énoncés demandent de trouver des primitives sur une réunion d’intervalles
E; dans ce cas, il s’agit de chercher une primitive sur chaque intervalle. Attention cependant! Dans ce
cas, I’ensemble des primitives est différent que si il s’agissait d’un intervalle; par exemple, I’ensemble
des primitives de % sur R* est :

| k i R*
po @ TR see R ) e R?
In(—z) + ko sizeR:

Exemple(s) 51 :

51.1 On a des primitives célébres a bien connaitre (F' désigne une primitive de f sur chaque intervalle ou la
fonction f est définie) :

| f@) | F(a) \
FaZ-D e /@t
1/x In(|z|)

La premiére formule est fondamentale, elle contient de nombreuses primitives connues, par exemple, on
peut en déduire que sur chaque intervalle de R*, si n # 1, une primitive de f(z) = 1/2" est :
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51.2 Les méme formules sont vraies avec un décalage : si a est une constante, une primitive de f sur chaque
intervalle ou la fonction f est définie est :

| 7@ | F(2) |
@ta" @z -D | @+a Jat]
@ +a) In(fz + al)

Propriété(s) 5.1.20 : Soit F' une primitive de f et G une primitive de g sur un intervalle I et k € K. Alors :

1. F + G est une primitive de f + ¢
2. k x F est une primitive de k x f.

Exemple(s) 52 :
52.1 Une primitive sur chaque intervalle de R* de la fonction :

RPN R

7T xd 23

est la fonction :

F(#) =~ g5 + 1o — 5.5~ )
52.2 Considérons la fonction définie sur R\ {1} par :
9(x) = lia: * (3;_11)2
Alors une primitive de cette fonction est :
G(z) = —In(lz —1]) — ! .
z—1

Nous pouvons rajouter a notre « catalogue » de fonctions dont nous connaissons les primitives les fonctions :

| f(x) | F(z) |
eAXT ()\GR*) ekxx/)\
cos(w x x) (w e R*) | sin(w x x)/w
sin(w x x) (w € R*) | —cos(w x x)/w
ch(w x z) (w € R¥) sh(w x x)/w
sh(w x z) (w € R*) ch(w x z)/w

Exemple(s) 53 :
53.1 La fonction définie sur R par :

3z _ Lz
f(z) = e** x sh(z) = ¢ 5 ¢
admet pour primitive :
F( ) 637; e~
T)=———.
6 2
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53.2 La fonction définie sur R par :

5, cos(2z)+1
g(x) = cos?() :
admet pour primitive la fonction :
sin(2 x)
G(z) = —
(z) 4 5

5.2 Repérer des dérivées de fonctions composées

Cette méthode permet parfois de résoudre trés facilement des exercices qui seraient sinon trés techniques.

Propriété(s) 5.2.21 : Soit I et J deux intervalles de R, u: I — Jet v: J — R deux fonction dérivables
sur leur ensemble de définition. Alors une primitive de la fonction définie sur I par :

f(a) = u'(2) x ' (u(z))

est la fonction définie sur I par :

Exemple(s) 54 :

54.1 Une primitive de la fonction tangente :

f(@) = tan(z) = 220)

B cos(x)

est, sur tout intervalle de son ensemble de définition :

| P(z) = —In(|cos())). |

5.2.1 Polynémes de fonctions trigonométriques

Dans ce paragraphe, nous allons essentiellement utiliser la dérivée de fonctions composées :

() =axu xu*t ‘

Si I'on cherche une primitive d'une fonction définie sur R par f(x) = cos’(z) x sin’(z) alors, en utilisant la
formule cos?(z) 4 sin®(z) =1 :

1. si ¢ est impair, on reconnait la dérivée d’une fonction polynomiale en sin(x)

2. sl j est impair, on reconnait la dérivée d’une fonction polynomiale en cos(z)
Si les deux indices sont pairs, on linéarise.

Remarque(s) 37 : Bien entendu, cette méthode s’applique aussi dans le cas hyperbolique.
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Exemple(s) 55 :

55.1 Une primitive de la fonction définie sur R par :
f(z) = cos®(z) x sin®(z) = cos(x) x sin®(z) — cos(x) x sin*(z)

est la fonction définie sur R par : F(z) = 3 (sin(z))? — £ (sin(z))".

55.2 Rappelons-nous que par linéarisation :
g 1
cos(z)* = A (cos(4x) +4 cos(2x) + 3),
une primitive sur R de la fonction définie sur R par f(x) = cos(x)* est donc :

1 1 3
F(z) = 3 sin(4zx) + 1 sin(2x) + 3%

5.2.2 Utilisation de la fonction arctangente

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser les dérivées de fonctions composées :

/ /

u u
t 1 ==
et In(ful) = —

T 1+u?

arctan(u)’

Avec ces deux formules, nous allons pouvoir calculer les primitives des fonctions du type :

ax+f

ﬁ, avec A:a2_4b<0
T ax

fz) =

1. Sia=0et § =1, on met le dénominateur sous la forme canonique :

2 tar+b= (x+g)2+4b—a2 = (x+a)2+<m)

2

2 4 2 2

puis on utilise : !

| f@) ] F(x) \
ﬁ % arctan (%)
1 1 +p

x
e | 4 avetan (52)

Exemple(s) 56 :
56.1 Une primitive de :

est la fonction :

56.2 Une primitive de :

est la fonction :

Gl) = % arctan (Q”i}; 1) .

1. La premiére formule sert surtout & retrouver la deuxiéme...
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2. Dans le cas général, on a (rappelons que A = a? —4b < 0) :

| fl@) ] F(z) \
’ 712?:;?17 ‘ In(z% +ax +b) ‘
donc on écrit :
ar+p o 2r+a (s ax 1
24+azx+b 2 22+ax+b 2 22 4+ax+0b’
———— ———
on utilise (2) on utilise (1)
Exemple(s) 57 :
57.1 Une primitive de la fonction :
r+1 1 2z 1
flw) = 22+1 2a22+1 +x2+1

est la fonction 1
F(z) = 3 In(x? + 1) + arctan(z).

57.2 Une primitive de la fonction :

r+1 1 2z+41 1 1

g(x):x2+m+1:§m2+x+1+§x2+x+l

est la fonction :

1 1 2 1
G(z) = 3 In(z? +z+1) + 7 arctan (m\/—g) .

5.2.3 Décomposition en éléments simples

Les méthodes précédentes permettent de trouver des primitives de nombreuses autres fonctions grace a la
décomposition en éléments simples. Voyons comment 1'utiliser sur des exemples. 2

Exemple(s) 58 :
58.1 La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle :
1 a b c

—— Séait =2 .
P p— s’écrit  g(x) x+x—1+(&v—l)2

q(z) =

On trouve :

Donc une primitive de g est la fonction :

Q(z) = In(|z]) — In(jz — 1]) - —

r—1

58.2 La décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle :

2z a b cr+d

= e .t = .
r(zx) TS IETSE sécrit  r(z) T+ + FTE + T2

On trouve :
1 1

r@) = I+22 (1+2)%

Donc une primitive de la fonction r est la fonction :

1
142z

R(zx) = arctan(x) +

2. Les deux exemples suivants sont issus du concours ENAC 2017
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Un cas particulier important est celui des fonctions du type :

1

= v

ol le discriminant du dénominateur est positif ou nul. Il s’agit alors d’écrire :
P far+b=(r—x1) % (x —23)

avec 1 et 3 les deux solutions de 1’équation x? +a x4+ b = 0, puis d'utiliser éventuellement la décomposition
en éléments simples.

Exemple(s) 59 :
59.1 Une primitive de la fonction :

1 1 1 1

f<x):x2731'+2:($*1)><($*2) $*2_‘T*]—

est la fonction :
F(z) = In(Jz — 2|) — In(|z — 1]).

59.2 11 faut faire bien attention & se ramener & ce qu’on sait faire s’il y a une constante au numérateur ou
devant le 2 au dénominateur :

@ 2 2 1 2 1
g\x 3 3

T 322+62+3 B322+22+1 3 (z+1)2

La fonction g admet donc pour primitive le fonction :

5.3 Meéthodes intégrales

5.3.1 Notation intégrale

Dans la suite du paragraphe, on admettra (temporairement) que, sur un intervalle I, toute fonction continue
admet une primitive.

Définition 5.3.18 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Pour tour ¢ € I, on note pour tout x
de lintervalle I :

Pla) = /T F(8)dt

Uunique primitive de [ qui s’annule en c.

Remarque(s) 38 : 1. Nous verrons dans un paragraphe futur que (ce qui est trés loin d’étre évident) cette
notation est reliée & un calcul d’aire; plus précisément, la quantité : fcd f(t)dt désigne, si ¢ < d sont
deux réels de 'intervalle I Paire (orientée) comprise entre 'axe O, et la courbe de f.

2. Une telle primitive est bien-str dérivable, mais il y a plus, comme f est continue, sa dérivée est continue.
On appelle une telle fonction une fonction de classe C'.

3. Le réel c importe peu si ’on cherche a calculer une primitive : changer ¢ en un autre réel de 'intervalle
revient a ajouter une constante & la primitive que nous sommes en train de calculer.

VH
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4. Si a et b sont deux réels d’un intervalle I et F' est un primitive quelconque de f alors;

Propriété(s) 5.3.22 : Soit f et g deux fonctions continues sur U'intervalle I et k une constante, a, b et ¢

trois éléments de I. Alors :

/b(f(t)+g(t))dt:/bf(t)dt+/bg(t)dt ot /bkxf(t)dtzkx/bf(t)dt.

On a de plus la relation de Chasles :

/abf(t)dt:/acf(t)dt+/cbf(t)dt.

Démonstration : 11 suffit & chaque fois d’utiliser une primitive des fonctions qui apparaissent. Montrons par exemple

la relation de Chasles. Si F' est une primitive de f, on a :

b b c
/ F(t)dt = F(b) — F(a) = F(b) — F(c) + F(c) — F(a) = / F(t)dt +/ F(t)dt.

5.3.2 Intégration par parties

Proposition 5.3.6 : Soit u et v deuzx fonctions de classe C' sur un intervalle I. Alors, pour tous réels a et

b de lintervalle I :

b b b
[ w@vwd =@ eel - [ uova

Démonstration : 11 s’agit d’une application directe de la formule v’ X v = (u x v)’ —u x v'.

|
Exemple(s) 60 :
60.1 Calculons une primitive de la fonction logarithme par intégration par parties :
/ In(t) dt = [t In(t)];=" — / 1dt =z In(z) — z + C.
une primitive de la fonction logarithme est donc la fonction :
‘F(gc) =z In(z) —m.‘
60.2 Calculons une primitive de la fonction arc-tangente par intégration par parties :
T _ Tt 1
/ arctan(t) dt = [t arctan(t)];_> — / —— dt = z arctan(z) — = In(1 + 2?) + C.
. = . 1+t 2
Une primitive de la fonction arctangente est donc la fonction :
1
G(z) = z arctan(x) — 3 In(1 4 2?%).
Vésale Nicolas VH
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60.3 Il est possible de faire plusieurs intégrations par parties de suite ; par exemple, si I’on cherche a calculer
une primitive de la fonction définie sur R par f(z) = 22 e® :

/thtdtz[tht}tf"f—/ 2tetdt = [t2e!] " [Qtet]tzm—l—/ 2¢tdt = (22 — 22 +2) " + C.

t= t=c - t=c
c

60.4 On peut se servir d’une intégration par parties pour trouver une équation qui permet de calculer une
intégrale. Par exemple :

1 1
arctan(t) 9, \qt=1 / arctan(t) ™
I= | 254 = [arctan?(t)] - [ S dp = — —
/0 1+ 2 laretan®(®)], o= | 16

2

Et 'on peut donc conclure : I = g—;

5.3.3 Changements de variables

Théoréme 5.3.5 (changement de variables) : Soit I et J deur intervalles de R, f une fonction
continue sur J et o : I — J une fonction de classe C*. On a, pour tous a et b éléments de I :

»(b) b
/ f(t)dt = / Flo(®) o' (t) dt.
p(a) a

Démonstration : Soit F' une primitive de f alors la fonction G définie sur I par :
G(t) = F(e(t))
est une primitive de f o ¢ ¢’ car elle est dérivable et par la formule de dérivation des composées :
G'(t) = ¢'(t) F'((1)).
On en déduit :
»(b) b ,
/ ft)dt = F(p(b)) — F(p(a)) = G(b) — G(a) = / flet) x @ () dt.
@ a

Remarque(s) 39 : 1. Il est possible de retenir cette formule plus facilement comme une formule de chan-
gements de variables; si 'on note s = ¢ (et qu’on le pense comme une nouvelle variable) la formule se
réécrit :

s(b) b
fs)ds = [ 7l (0t
s(a) a

et il suffit pour I'appliquer de penser & la régle : | ds = ¢’(¢) dt | et de ne pas oublier de changer les bornes.

Exemple(s) 61 :
On a:

61.1 Calculons une primitive de la fonction : f(z) = H_e%

xT x t e” 1 s—e®
/C f(t)dt = /C ﬁ dt =, /e T ds = [arctan(s)]’_c. = arctan(e”) + C
61.2 Cherchons a calculer une primitive sur R} de la fonction : g(z) = ~Z Ona:

x t VT 2 2
Ldt = / %dtz?ﬁ—Z arctan(v/z) + C.
c 1+t s:\/{ \/E 1+S
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61.3 Calculons maintenant une primitive de la fonction : h(z) = sur lintervalle 0, 7[. On a :

1
sin(x)?

z T Sll’l(t) cos(zx) 1
h(t)dt = ——dt = —F:d
/c ( ) /(. 1-— COS2(t) s=cos(t) /cos(c) 1— 52 5
cos(@) 1 /1 1 1. (1—cos(x)
= = — ds==In| ——= C.
/COS(C) 2 (1—5 1+s> 5T n(l—kcos(ac))+
61.4 Terminons en cherchant une primitive de la fonction :

k(x) =v1—22

On a:

z arcsin(x)
/ V1i—2?2dz = : / | cos(s)| x cos(s)ds
0 0

r=sin(s

Or, arcsin(z) € [—7/2,7/2] donc cos(s) > 0 d’ou :

T arcsin(x) arcsin(z) (2 1 1 1
/ V1—a2?2dx = / cos?(s) ds = / % ds = 3 arcsin(x) + 1 sin(2 arcsin(x)).
0 0 0

5.3.4 Utiliser des fonctions complexes

Pour calculer des primitives réelles, il est parfois utile de « passer par les complexes ». Commengons par expliquer
ce que signifie dériver au sens complexe.

Définition 5.3.19 : Soit f: I — C. On dit que f est dérivable sur I si les fonctions :

I—R
x — Re(f(z))

I — R

Re(f): { z — Im(f(z))

et Im(f): {

sont dérivables sur I. On note alors :

Veel, f(x)=Re(f)(a) + Im(f)()i.

Remarque(s) 40 : 1. Notez bien que nous n’avons pas (parce que c’est autrement plus compliqué) parlé
de fonctions complexes a valeurs complexes. La fonction considérée ici est réelle a valeurs complexe.

2. On peut donc aussi parler de primitive au sens complexe. En particulier, remarquez que la primitive
d’une partie réelle est la partie réelle de la primitive et de méme pour la partie imaginaire.

Propriété(s) 5.3.23 : Soit ¢ une fonction dérivable sur un intervalle I & valeurs dans C, alors la fonction
définie sur I par f(t) = exp(p(t)) est dérivable sur I et :

vtel, f(t)=¢'(t) exp(p(t)).

Démonstration : Ecrivons la fonction ¢ sous sa forme algébrique : ¢(t) = a(t) + i b(t). Alors :
viel, f(t)=e MM = gol® b — o) cog(p(t)) 4 i e™? sin(b(t)).
La fonction f est donc dérivable sur I car ses parties réelles et imaginaires le sont par les théorémes généraux et :
viel, f(t)=e"™ (a'(t) cos(b(t)) — b (t) sin(b(t)) + i (a' () sin(b(t)) + b (t) cos(b(t))).

Donc :
veel, f'(t)=e"D(d(t)+b (1) (cos(b(t)) +i sin(b(t)) = ¢’ (t) e*®.
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Propriété(s) 5.3.24 : Soit u et v deux fonctions dérivables sur I a valeurs dans C et a € C. Alors :

1. aw est dérivable sur I de dérivée au’
. u + v est dérivable sur I, de dérivée v’ + v’

2
3. u X v est dérivable sur I, de dérivée v’ x v+ u x v’
4 u Xv—v'xu

. si v ne s’annule pas sur I, = est dérivable sur I, de dérivée : 2

Démonstration : Nous nous contenterons de montrer les deux points les plus difficile, les deux derniers. Ecrivons
u=a+bt v=c+di.

Alors :
uxv=axc—bxd+(axd+bxc)i

par le théorémes généraux sur les fonctions réelles, cette fonction est donc dérivable sur I, de dérivée :
(uxv) =a' xct+axc —b xd—bxd+(a xd+axd+b xc+bxc)i

=(a +Vi)x(c+di)+(a+bi)x(c+di)=u xv+uxv.

Déduisons-en 4. Il suffit de remarquer que, par la méthode de la quantité conjuguée % = C‘;,jrddé. donc par les

théorémes généraux sur les fonctions réelles, % puis ¥ est dérivable sur I. Mais ce serait inutilement compliqué

d’utiliser cette formule pour calculer la dérivée. On a, si v ne s’annule pas sur [ :

u / uw\’ u /
u=—Xv donc u =(—) Xv+— X0
v v v

et ’on en déduit la formule recherchée.

Revenons aux calculs de primitives.

Exemple(s) 62 :
62.1 Considérons la fonction définie sur R par f(z) = cos(z)e”. On a :

flz) = Re(e(lﬁ) ).

Une primitive de la fonction f est donc la fonction :

F(x) = Re (11—&—1 6(1”)””) = % e’ cos (:v - %) .

62.2 Considérons maintenant la fonction définie par :
g(x) = 2? cos(x) = Re(x? ' ®).

Cherchons une primitive de la fonction h(x) = 22 €*®. Par intégrations par parties, une primitive de h
est donc la fonction : H(x) = (—ix? + 22 + 21) €'®, puis une primitive de g est :

G(z) = Re(H(z)) = 2z x cos(z) + (2% — 2) x sin(z).
62.3 Enfin, si I'on considére la fonction a(z) = x cos(z)e”, on a :
a(z) = Re(z 19 7).

On trouve alors une primitive de b(x) = xe(1*) par intégrations par parties : la fonction B(z) =
(% T+ %) e+ ® Une primitive de la fonction a est donc la fonction :

A(z) = Re(B(z)) = ( cos(z) + = 5 ! sin(x)) .
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5.4 Application aux équations différentielles linéaires

5.4.1 Equations différentielles du premier ordre

Définition 5.4.20 : Soit I un intervalle de R, K =R ou C et a et b deuzr fonctions continues sur I a valeurs
dans K. On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre une expression du type :

y' +a(t)y =b(t).
Une solution de cette équation différentielle est une fonction f dérivable sur I & valeurs dans K qui vérifie :
Vtel, f'(t)+a(t) f(t) =b(t).

On appelle équation différentielle homogéne associée 'équation : y' + a(t)y = 0.
Le probléme de Cauchy associé a cette équation différentielle est la donnée supplémentaire d’une condition
ingtiale (to,y0) € I x K. On le note :

{y' +alt)y = b(t)
y(to) = yo

une solution du probléme de Cauchy est une solution f de ’équation différentielle qui vérifie f(to) = yo-

Proposition 5.4.7 : (Solutions de ’équation homogéne) Les solutions de I’équation différentielle homogéne :
y' +a(t)y=0.
Sont, si A est une primitive de a sur I :

So={tel—Ce W CecKk}

Démonstration :
1. Si f(t) = Ce " alors f est dérivable sur I car A Dest et :
Vtel, £t +a®) ft)=—at)Ce P +at)Ce M =0
donc f est solution de ’équation différentielle.
2. Réciproquement, si f est solution, on pose :
viel g(t)=f(t)e*®
Alors g est dérivable sur I car f et A le sont et :
viel, ¢(t)=(f()+a)ft)e’™ =0
—_——
=0 car f est solution

donc, comme I est un intervalle, g est constante sur I, c¢’est-a-dire qu’il existe C' € K telle que :

F)e® = g(t) = C > f(t) = Ce 4O,

Remarque(s) 41 : 1. Notez 'importance de travailler sur un intervalle 1.

2. De cette proposition, on en déduit immédiatement ’ensemble des solutions dans le cas ol a est une
fonction constante : a = « :,

‘Soz{tEIHC’exp(—at), CEK}.‘
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3. Terminons en justifiant une méthode appréciée en physique. Remarquons que par la forme des solutions,
st une solution y s’annule en un point de I, alors elle est nulle sur I. En conséquence, si elle vérifie pour
la condition initiale y(tg) # 0, elle n’est jamais nulle sur I donc par la théoréme des valeurs intermédiaires
strictement positive ou strictement négative comme elle est continue. Si y (o) est strictement positif, le
calcul suivant est donc légitime (et peut permettre de retrouver la formule) :

Y +alt) xy =0 ?ZI =—a(t) <= In(y) = —A{t)+ D <= y=exp(—A(t) + D) = C xexp (—A(1)) .

Exemple(s) 63 :

63.1 Traitons un exemple venant de la physique : le circuit RC :
du
RxC— t)=0
x Oy Tult)

pensez bien & diviser par RC pour vous ramener a la proposition! Une fois ceci fait, on en déduit les
solutions :

—t
So=13teR—C — CeR}.
0 {E — exp<R0>, S }

63.2 Prenons maintenant un exemple plus mathématique. Les solutions réelles de 1’équation différentielle :
2z
/
+ ——y=0
Y 1+ 22 Y
sont par la proposition :

So={teR— Cexp(—In(l +2%)), CeR}.

Mais cette expression se simplifie ; on en déduit I’ensemble de solutions :

S:{teRH , CGR}.

C
1+ 22

Propriété(s) 5.4.25 : (Principe de superposition) Soit a, by et by trois fonctions continues sur 'intervalle

I
Soit f1 une solution de I’équation différentielle y’'+a(t) y = b1(t) et f2 une solution de ’équation différentielle

Y +alt)y = bo(t).
Alors f; £ f5 est solution de ’équation différentielle y' + a(t) y = by (t) £ ba(t).

Démonstration : Par définition, fi et fz sont dérivables sur I (donc fi + fo aussi par le théorémes généraux) et

vérifient :
fi(t) +a(t) f1(t) =bi(t)
+( fo(t) +a(t) f2(t) = ba(t) )
(it f)'(t) +a(t) (fr £ f2)(t) =0bi(t) £b2(t)
donc fi & fo est solution de I'équation différentielle y' + a(t)y = b1 (t) & ba(t).

Proposition 5.4.8 : Supposons que fy est une solution particuliére de l’équation différentielle :

y' +a(t)y =b(t)
alors l’ensemble des solutions de cette équation différentielle est, si A est une primitive de a sur I :

S={telm fo(t)+Ce 2 CeK}.
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Démonstration : On a par principes de superpositions :
f est solution de y' + a(t)y = b(t) <= f — fo est solution de y' + a(t)y = b(t) — b(t) =0

donc f— fo est solution de ’équation homogeéne et la propriété est donc une conséquence immeédiate de celle donnant
les solutions de 1’équation homogeéne.
|
Le probléme est alors réduit a : comment trouver une telle solution (si elle existe) ? Supposons que l’on cherche
une solution du probléme de Cauchy :

Y +a(t)y = b(t)
y(to) = yo

L’idée qui suit est appelée variation de la constante : si f est une fonction dérivable, on fixe A(t) = ftto
la primitive de a qui s’annule en ty et ’on pose :

a(u) du
C(t) = f(t) eV <= f(t) = O(t) e 4V
alors f est solution de I’équation différentielle si et seulement si :

FI(8) +a(t) f(£) = b(t) < (C'(t) — a(t) C(t) + a(t) C(t)) e B = b(t) <= C'(t) = b(t) e*®

il reste alors a remarquer que C(tg) = yo pour conclure : f est solution de I’équation différentielle si et seulement

" 160 = ([ s e ([ atwran) as ) exp ([ -atwra).

Cette formule n’est absolument pas a retenir par coeur! Ce sont ses deux conséquences qu’il faut connaitre :

pour trouver une solution particuliére de I’équation différentielle, on peut précéder par variation de la constante

ce qui se fait en pratique en cherchant fy de la forme | fo(t) = C(t) e~ AM |, remarquez que tout se passe comme si

la constante des solutions de ’équation homogéne devenait une fonction et

Proposition 5.4.9 : Soit I un intervalle de R, K =R ou C et a et b deuz fonctions continues sur I & valeurs
dans K. Il existe une unique solution sur R du probléeme de Cauchy :

{y+amy=bw

y(to) = Yo-

Exemple(s) 64 :
64.1 Résolvons sur R I'équation différentielle :
y —y=(1+t)e"

L’équation homogéne ne pose pas de probléme. Pour chercher une solution particuliére, on procéde
par variation de la constante : la fonction fo(t) = C(t) e’ est solution de I'équation différentielle si et
seulement si :

C't)e' =(1+t)e <= C'(t) =1+t

il suffit donc de prendre C’(t) = % +t¢; on en déduit I’ensemble de solutions :

2
SZ{tER»—)(C+t2+t> e, CER}.
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64.2 Résolvons sur R I'équation différentielle :
y +ty=t
Une primitive de la fonction a(t) = t est le fonction A(t) = t2. Les solutions de 1’équation homogéne sont

donc le la forme C' et Pogr trouver une solution particuliére, on procéde par variation de la constante.
Une fonction fo = C(t) et est solution de I’équation différentielle si et seulement si :

C't)e " =t C'(t)=te".

Il suffit donc de prendre C(t) = e’ et donc la solution particuliére constante égale & un (qu'on aurait
pu deviner...). On en déduit 'ensemble de solutions :

S:{teR»—>1+Ce’t2, CGR}.

64.3 Résolvons le probléme de Cauchy.
Yy +y = cos(3t)
y(0) =0

La solution f du probléme de Cauchy est une solution de I’équation différentielle. Elle s’écrit donc, pour
une constante C' & déterminer :

VieR, f(t)= % (cos(3t) + 3 sin(3t)) + Ce™".

Pour déterminer la constante C, on utilise la condition initiale y(0) = 0, qui est vérifiée si et seulement
si % + C = 0. La solution du probléme de Cauchy est donc la fonction f définie par :

WER, f(t)= lio (cos(31) + 3 sin(31) — e~b).

5.4.2 Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants

Définition 5.4.21 : Soit I un intervalle et b une fonction définie sur I. Soit p et q deux constantes de K = R
ou C. On appelle équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants une expression du

type :

y' +py +ay=b).
Une solution de cette équation différentielle est une fonction f définie et dérivable sur I, telle que f' soit
aussi dérivable sur I et qui vérifie :

Vtel, f'(t)+pf'(t)+qf(t)=0b(t).

Un probléme de Cauchy du second ordre a coefficients constants est la donnée additionnelle d’une condition
initiale, c’est-a-dire de tg € I et de (yo, z0) des réels; on Uécrit souvent :

y' +py +qy=0b(t)
y(to) = %o
y'(to) = 20

Une solution du probléme de Cauchy est une solution f de ’équation différentielle qui vérifie de plus f(tg) =
Yo et f/(to) = Z0-

VH
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Remarque(s) 42 : 1. Comme pour I’équation de degré un, on parle de second membre pour b et d’équation
homogéne pour :

y' +py +qy=0.

2. 1l existe une quantité essentielle pour ces équations différentielles : ’équation caractéristique asso-
ciée :

24+ pztq=0.

Théoréme 5.4.6 (Solutions de I’équation homogéne dans le cas complexe.) : Soit
(p,q) € C2. L’ensemble des solutions de l’équation différentielle homogéne :

Yy +py +qy=0

est :

1. si A=p> —4q#0 et \1 # \g les deuz solutions de l’équation caractéristique associée :
So={te R CeMt 4+ De*t, (C,D) € C?}.
2. si A =0 et X est l'unique solution de I’équation caractéristique associée :

So={teR~ (C+Dt)e*, (C,D) e C?.

Démonstration : Faisons la preuve dans le premier cas. Dans le deuxiéme, la preuve est exactement la méme et
pour le troisiéme, elle sera exactement la méme une fois qu’on saura dériver ’exponentielle complexe. Commengons
par remarquer que si A est une solution de I’équation caractéristique, si f(t) = exp(At) alors f est deux fois dérivable
sur [ et :

vtel, f'O)+pf () +aft)=( XN +pA+q )exp(At)=0.
———
=0 par définition de A\

Donc fi(t) = eM? et fao(t) = e ! sont solutions de 'équation différentielle mais alors pour tous complexes C et D :

( 1(t) +p fi(t) +q f1(t) =0 )xC
+( 3 (t) +p f3(t) +q fa(t) =0 )xD
(CHi+Df)"(t) +p(CHi+Df2)'(t) +q(Cfi+Df2)(t) =0

donc C f1 + D fa est solution de I’équation différentielle.
Montrons que ce sont les seules. Si f est une solution de ’équation différentielle, posons :

VteR, g(t) = f(t) exp(—=A1t) <= f(t) = g(t) exp(A1 t).
Comme f est solution de ’équation différentielle, on a :
F'O+pf ) +aft)=0= (AT +p M+ gt) + @\ +p) g (1) +¢" (1) e =0

on utilise une nouvelle fois que \; est racine de I’équation caractéristique et on en déduit que g’ est solution de
I’équation différentielle :

Y+ (©2M+p)y=0.

Donc par ce qu’on a déja vu sur les équations différentielles d’ordre un, il existe un complexe A tel que :
g t) = Ae~(@rtp)t
remarquons que, si § est une racine carrée de A, 2 1 + p = § # 0, il existe donc un complexe B tel que :

g(t) — _?efét +B — f(t) _ _?CAQt +B6A1t _ Ce)\lt +D€A2t.
[
Dans le cas oit p et g sont deux réels, on cherche souvent seulement les solutions f réelles donc qui vérifient
f =Re(f). On en déduit le théoréme :
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Théoréme 5.4.7 (Solutions de I’équation homogéne dans le cas réel.) : Soit (p,q) € C>.
L’ensemble des solutions de l’équation différentielle homogéne :

Yy +py +qy=0

est :

1. siA=p>—4q>0 et \; # Ay les deuz solutions de l’équation caractéristique associée :
So={tcR— AeM'+ Be! (A, B) c R?}.
2. si A =0 et A est l'unique solution de I’équation caractéristique associée :
So={tcR (A+ Bt)er, (A, B) c R%}.
3. si A<0etA=a+1ib est une des deux solutions de ’équation caractéristique associée :

So = {t € R+ (A cos(bt) + B sin(bt)) e*t, (A, B) € R?}.

Démonstration : Le seul calcul non trivial est celui dans le cas d’un discriminant strictement négatif. Dans ce cas,
A=a+ibet A =a —ib sont les deux solutions de I’équation caractéristique. Une solution réelle de 1’équation
différentielle vérifie donc, pour C = ¢1 +ice et D = di + i d2 deux complexes :

f(t) =Re(f(t)) =Re (C’e’\t —|—D€Xt) = Re (C’eM + Deﬂ) =e*"Re ((01 +ico) et 4 (di +ido) e_ibt)

donc :
f(t) =e*" ((c1 + dy) cos(bt) + (—c2 + d2) sin(bt))
=A =B

Exemple(s) 65 :
65.1 L’équation différentielle :
y// _ y/ _ 6y — 0

a pour solutions :
S={t—Ce*'+De?" (C,D)eR?*}.

65.2 L’équation différentielle :
y'+4y +4y=0

a pour solutions :
S={t— (Ct+D)e?", (C,D)eR*}.

65.3 L’équation différentielle :
y' +4y +13y =0

a pour solutions :
S ={t— (C cos(3t)+ D sin(3t)) e *!, (C,D) € R*}.

Comme pour les équations différentielles linéaires d’ordre un, on peut utiliser le principe de superposition ; on en
déduit :

Propriété(s) 5.4.26 : Si fj est une solution particuliére de I’équation différentielle :

y' +py +qy=0b(t)

alors ’ensemble des solutions de cette équation sont :

(S={fo+f f€S}]

ou Sy est 'ensemble des solutions de ’équation différentielle homogéne associée.
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Terminons, par quelques méthodes pour trouver des solutions particuliéres :

Forme de b \ Forme initiale de la solution particuliére a chercher
polynéme polynéme de méme degré
A e)\ t B 6)\ t
A cos(wt) + B sin(wt) D cos(wt) + E sin(wt)

Malheureusement, parfois, une telle solution particuliére n’existe pas. Dans ce cas, il s’agit de multiplier par ¢ la
solution particuliére recherchée et de recommencer. La méthode aboutit toujours en multipliant au plus par ¢2.
Plus précisément, dans le cas d’un second membre de la forme Ae*? la forme & chercher est

1. Be Mt si X\ n’est pas solution de l’équation caractéristique,
2. Bter! est si A est racine simple (c.a.d. A # 0)
3. et Bt?e*? si A est racine double.

En pensant au cas ot A € C on en déduit que le seul cas ou il est nécessaire de multiplier par ¢ avec un second
membre A cos(wt) + B sin(wt) est le cas ot p = 0 et w? = q.

Exemple(s) 66 :

66.1 Considérons I’équation différentielle :
y”+2y’+y=6_t-

L’équation caractéristique 2?+2 x+1 a pour racine double —1, donc I’ensemble des solutions de I’équation

homogeéne est :
So={t— (C+Dt)e”t, (C,D)cR?}.

Recherchons maintenant une solution particuliére. Comme —1 est racine double de 1’équation caracté-
ristique, il s’agit de trouver une solution du type Bt? e~t. En remplacant dans I’équation, on a qu’une
telle fonction est solution si et seulement si :

2Be t=¢7t

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle est donc :
2
S = {t|—> (2 +Dt+C’) et (C,D) GRQ}.

66.2 Soit w # wy deux réels strictement positifs. Cherchons les solutions de I’équation différentielle :
Y + w?y = cos(wo t)
Commengons par remarques que les solutions de I’équation homogéne sont :
So ={t— C cos(wt) + D sin(wt), (C,D)ecR}.

Cherchons une solution particuliére de I’équation différentielle. Chance! Comme w # wy, il s’agit de
trouver une solution du type A cos(wgt) 4+ B sin(wg t). En remplacant dans ’équation, on trouve qu'une
fonction de ce type est solution si et seulement si :

A =1 [A=zly
w2)20 B:O

Le solutions de ’équation différentielle sont donc :

2 w2

S = {tH M—FCCOS(WQ—FD sin(wt), (C,D) ER}.
—Wh

66.3 Cherchons les solutions de I’équation différentielle :

y" +y = cos(t)
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Les solutions de ’équation homogéne sont immédiatement :
So = {t— C cos(t) + D sin(t), (C,D) e R?*}.

Pour trouver une solution particuliére, nous sommes dans le cas ou il faut chercher une solution du type
Dt cos(t)+ E't sin(t). En remplacant dans I’équation différentielle, on trouve qu’une fonction de ce type
est solution si et seulement si :

—2D sin(t) — Dt cos(t) + 2 FE cos(t) — Et sin(t) + Dt cos(t) + Et sin(t) = cos(t).

—-2D=0
2FE =1

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle est donc :

c’est-a-dire :

S = {t — % sin(t) + C cos(t) + D sin(t), (C,D) € Rz} .

66.4 Enfin, si 'on cherche les solutions de I’équation différentielle :
y" +y =2+ cos(t)

On peut utiliser le principe de superposition et remarquer que la fonction constante égale & 2 est solution
de I'équation différentielle :
Yty =2

pour conclure que ’ensemble des solutions est :

S = {t — 2+ % sin(t) + C cos(t) + D sin(t), (C,D) € RQ} .

Propriété(s) 5.4.27 : Si b est une fonction continue sur I alors le probléme de Cauchy :

y' +py +qy=0b(t)
y(to) = %o
y'(to) = 2o

admet une unique solution.

Démonstration : Admis. La difficulté n’est pas dans I'unicité (il s’agit juste de résoudre un systéme pour déterminer
les constantes) mais dans l’existence d’une solution particuliére dans le cas général.

Exemple(s) 67 :
67.1 Soit w # wp. Cherchons la solution du probléme de Cauchy :

y" +w?y = cos(wot)
y(0)=1
y'(0)=0

Une solution f du probléme de Cauchy est une solution de ’équation différentielle, donc il existe des

réels C' et D tels que
cos(wy t)

2 42
w Wy

f() = + C cos(wt) + D sin(wt).
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Utilisons maintenant les conditions initiales, qui nous donnent :

e tC=1
Dw=0

La solution du probléme de Cauchy est donc le fonction définie sur R par :

cos(wp t) — cos(wt)

fi) = + cos(wt).

2 _ 2
w? —wg
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Chapitre 6

Calcul matriciel

6.1 Généralités sur les matrices

6.1.1 Définition et opérations algébriques

Définition 6.1.22 : On appelle matrice a n lignes et p colonnes (n,p) € N*2, toute famille (@ij) G )eln]x[1,9]
d’éléments d’un ensemble A représentée sous la forme d’un tableau o n lignes et p colonnes :

a1’1 e a‘l,p

M = (aij) jyepmixns] =

an,l “en an’p

Les éléments de la matrice s’appellent coefficients de la matrice.
On dit aussi que la matrice M est n X p.
L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes, & coefficients dans A se note :

M, p(A) ou M, (A) lorsque n = p.

Dans la suite, on notera K = R ou C.

Exemple(s) 68 :

68.1 On appelle matrice nulle de M,, ,(K) la matrice dont tous les termes sont nuls. On la note 0,,, et si

n = p, 0,. Par exemple :
0 s — 0 0 00O
710 0 0 0 0)°

68.2 On appelle matrice identité la matrice de M,,(K) définie par :

o . o 1 sit=j
Ly = (0(4,9)).epny o0 6(i,5) = {0 sinon
Oou encore :
1 O 0 0
0 1 0 0
In = T
0 0 1 O
0 0 0 1

On définit des opérations sur M, ,(K) :
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1. L’addition.t

aii1 - Aip b1,1 s bl,p ai+ b1,1 cee a1yt bl,p

an,1  *°° Gnp bn I bn,p an,1 + bn,l o Qpp + bn,p

) )

Que l'on écrit proprement sous la forme :

(@i.3) s yerumixpel T Oid) G emmxper = (@i + 005 6 e nxnp)

2. La multiplication externe.

a1 0 Qip A X ayy A X aip

n1 *° Qpp AXap1 0 AXapy

Que l'on écrit proprement sous la forme :

A (@) e x el = % 80) e x 1] -

Exemple(s) 69 :
69.1 On a:

2.3 4y (1 23\ _(35 7\ (234
3 45 2 4 6/ \5 8 11)° “\3 4 5

69.2 Par contre, on ne peut pas faire la somme des matrices :

G) et (1 1),

Dans la suite, on notera —A la matrice (—1).A. Le propriétés suivantes sont immédiates :

8§ 12 16
12 16 20/

Propriété(s) 6.1.28 : Soit (n,p) € N*?. Alors :
1. La loi + a les propriétés :

(a) + est associative :
V(A,B,C) € M, ,(K)?, (A+B)+C=A+(B+0C),

(b) + est commutative :
Y(A,B) € M, ,(K)?>, A+B=DB+A,

(¢c) Op,p est neutre pour + :
VA e M, ,(K), A+0,,=A,

(d) Toute matrice A € M,, ,(K) admet un inverse pour + : la matrice —A : A+ (—A) = 0, .
2. Auxquelles s’ajoutent les propriétés du produit externe :

(a) . est compatible avec le produit de K :
Y\ p) € K2 VA € My, ,(K), (A x p). A= \(u.A),

(b) 1 € K est neutre pour . :
VA e M, ,(K), 1.A=A,

1. Attention, il faut que les dimensions des matrices soient les mémes !
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(c) . est distributive sur + :

Y\ p) € K2 ¥(A,B) € My, p(K)?, A(A+B)=XA+puB et (A+p)A=N\A+pA

Pour le produit, on a le schéma suivant 2 :

’ B : p lignes ¢ colonnes ‘

C1j . Ciq
oY
GD o <azk:> o @ 0111 o o C’Lq
an1 ce Ank N Anp Cn1 ce Cnk ce Cngq
’ A : n lignes p colonnes ‘ ’ C = A x B : n lignes ¢ colonnes ‘

Que l'on écrit proprement sous la forme :

p
(Cis)igenmxina = (@) apernixien X Guiapenxina = (Z @ik % bk,j)
k=1 (i) EMm x[Loa]

Exemple(s) 70 :

70.1 Attention, le produit de matrices n’est pas commutatif! On a, par exemple :

0 -1 -2 L2 T L2 0 -1 -2 o
1 0 -1 x |2 4] = « s 2 4] x 1 0 —1)=|* *
3 6 3 6 *
Il est aussi possible que A x B existe, mais pas B X A :

000 0 0
A_(o 0 0) et B_(o 0)

2. Tiré de http://www.texample.net/tikz/examples/matrix-multiplication/
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Mais méme si les deux produits existent et sont des matrices de mémes tailles, ils peuvent avoir des
valeurs différentes :

(o) (o) =68) = (o) )= 1)

’ dans la suite, nous dirons que les matrices A et B commutent si A x B = B x A. ‘

70.2 1l se passe d’autres étrangetés avec le produit de matrices; le théoréme de produit nul est par exemple
faux :
0 1 « 0 1\ (0 O
0 0 0 0/ \0 0/
—— —
#02 #02

70.3 Il y a un cas pour lequel le produit de matrices deux matrices est particuliérement facile & calculer ;
si elles sont diagonales, c’est-a-dire si elles sont carrées tous leurs termes sont nuls sauf ceux de la

diagonale :
di 0 0 0 di 0 0 0 dy x d} 0 0 0
0 d2 O 0 0 dy O 0 0 dyxdy 0O 0
: S . s = : - . . :
0 0 duo1 O 0 0 d,_, 0 0 0 do_1xd, 0
0 0 0 dn 0 0 0 dy, 0 0 0 dn X d),

Heureusement pour nous, certaines propriétés usuelles du produit restent valables :

Propriété(s) 6.1.29 : Soit (n,p,q,7) € N**. Alors :

1. la loi X est associative :
VA e M,,,(K),VB € M, ((K),VC € M, ,(K), (AxB)xC=Ax(BxC(C),
2. la matrice identité est neutre pour le produit :
VAe M, ,(K), AxI,=A I,xA=A,
3. laloi x est distributive sur la loi + :

V(A,B) € M} (K),VC € Mp4(K), (A+B)xC=AxC+BxC,

V(A,B) € M2 (K),YC € My ,(K), Cx(A+B)=CxA+C xB.

4. enfin :
VA e K, VA e M, ,(K),VB € M, ((K), (AA)xB=X(AxB)=Ax(\B).

Démonstration : L’associativité du produit est une conséquence de la formule des sommes « rectangulaires » :

q P P q
V(i,j) (S [[1,71]] X [[1,7"]], Z (Z a; X bl,k> X Ck,j = Za“ X <Z bl,k X Ck,j) .
=1 k=1

k=1 =1

Les autres propriétés se prouvent par calculs directs.
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6.1.2 Matrices carrées
6.1.2.1 Puissances de matrices

Soit n € N*| les matrices de M,,(K) ont une propriété particuliére : le produit de deux telles matrices est toujours
défini. En particulier, si A € M,,(K) on peut définir les puissances de A de la fagon suivante :

A’ =1, VkeN, A= Ax Ak(=4AF x A).
Si k € N*, on note aussi parfois :
AF=Ax Ax- xA.
—_———
k fois

Exemple(s) 71 :

71.1 Soit A = <1 1) on montre par récurrence sur k que :

0 1
v (1 k
Vk € N, A_(O 1)

71.2 Comme pour le produit, les puissances d’une matrice diagonale sont particuliérement faciles a calculer :

k

di 0 0 -+ 0 ad 0 0 - 0
0 do 0 -~ 0 0 ds 0o - 0
V/ﬂGN, . '.. '.. '.. E = ' :
0 0 dy1 O 0 0 d, 0
0 0 0 d, 0 0o o0 dk

71.3 Soit (A, B) € M,(K). On a :
(A+B)*=A?+2AxB+B*+= AxB=DBxA.
En effet :
(A+B?=(A+B)x(A+B)=A*+AxB+Bx A+ B?
et I’équivalence est maintenant claire :

(A+B)? = A>42.AxB+B? <= (A+B) = A>+ AxB+BxA+B? = A>42. AxB+B? <= AxB = BxA.

L’exemple précédent montre qu’il est suffisant que la matrices A et B commutent pour développer le carré d’une
somme avec les formules usuelles. C’est un fait général :
Théoréme 6.1.8 (bindme de Newton pour les matrices) : Soit (A, B) € M, (K) deuz ma-

trices qui . Alors, pour tout k € N :
Ny
A+ B)f = A x BFE
o ()

=0

Démonstration : 11 suffit de relire la preuve de la formule du binéme de Newton dans la cas complexe en faisant
attention de bien remplacer les 1 par des I,, pour les puissances 0-iémes et a repérer ’endroit ou I’on utilise que A
et B commutent.

Exemple(s) 72 :

72.1 On a donc, si A et B commutent :

(A+B)* =A% +3.A*x B+3.Ax B*+ B>
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72.2 On peut se poser la question de savoir si la condition que les matrices A et B commutent est nécessaire
et suffisante en général ; c’est faux dés que n > 3, par exemple :

0 0 O 01 0
A=1(0 0 1 et B=(0 0 O
0 0 O 0 0 O
ne commutent pas, car :
0 0 1
AxB=03 e¢ BxA=|0 0 0
0 0 0

mais :

(A+B)*=03 et A?=DB?=03 donc A*+3.Ax B+3.Ax B*+ B*=0;.

72.3 1l existe une matrice qui commute avec toutes les autres matrices : la matrice identité. En effet :
vAe M,(K), AxI,=A=1I,xA.

On en déduit, pour toute matrice A € M,,(K),

k

(A+ L) =>" (’:) AF

=0

Cette formule est souvent utile dans les exercices. Par exemple, si

1 11 0 1 1
B=|0 1 1|=I3+A avec A=|(0 0 1
0 0 1 0 0O
Or, un calcul direct montre :
0 0 1
A2=1[0 0 0] et A%=03
0 0O
on en déduit :
k 1 k kx(k+1)
k kx (k-1 2
VE > 2, Bk:(ferA)k=Z<.)-Ak=fs+k.A+><(2).A2: 01k
i
i=0 0 0 1

Et 'on remarque que cette formule est aussi vraie si k =0 et k = 1.

6.1.2.2 Matrices inversibles

Définition 6.1.23 : Soit A € M,,(K). On dit que A est inversible s’il existe une matrice B € M, (K). Telle

que :
AxB=BxA=1,.

On note GL,,(K) l'ensemble des matrices inversibles de M,,(K).

Remarque(s) 43 : 1. Si une telle matrice B existe, elle est unique, on la note alors A~! et on I'appelle

inverse de la matrice A.
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Démonstration : Supposons que B et B’ vérifient
AxB=BxA=1, AxB' =B'xA=1I,

Alors Ax B=Ax B donc B=Bx(AxB)=(BxA)xB =B
|

2. 11 est vrai, mais nous ne le prouverons que beaucoup plus tard, que pour montrer qu’'une matrice A est
inversible, il suffit de montrer qu’il existe une matrice B telle que A x B=1, ou Bx A= 1,.

3. Les matrices inversibles sont celles par lesquelles on a le droit de «simplifier multiplicativementy ; plus
précisément,

[(AxC=BxCet CeGL,(K) = A=B.

Exemple(s) 73 :

73.1 La matrice identité est inversible, en effet :
I, x1I,=1,x1, =1,.

73.2 Une matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont nuls est inversible. En effet (les deux
matrices considérées commutent donc il suffit de faire la vérification dans un sens) :

di 0 0 - 0 1/d, 0 0 .- 0

0 d 0 - 0 0 1/dy 0 - 0

N D] x : : =1,.
0 -+ 0 dyy O 0 0 1/duoy O

0 - 0 0 dy 0 0 0 1/d,

73.3 Soit A = <Z Z) € M5 (K). On suppose que |ad —bec # 0| Alors A est inversible et

1 d b
At = —— .
ad—be (C a)
En effet :

(0 e (% D) =6 @ (e ()= a)=6 %)

1 0 1
73.4 La matricce A= [0 —1 0] est inversible. En effet :
1 0 0

A3 —2A =13 donc Ax(A?—-2I)=(A%>-213) x A=1Is.

En particulier, A=! = A2 —213.3
73.5 De nombreuses matrices ne sont pas inversibles; une méthode pour montrer qu’'une matrice n’est pas
inversible est d’utiliser le résultat :

si il existe B # 0, telle que : A x B = 0, alors A n’est pas inversible.

En effet, si elle était inversible, alors :
AxB=0,=—=B=(A"'xA)xB=A"1%x0,=0,

absurde!

3. Cette expression n’a bien entendu pas été trouvée par hasard! Vous verrez en deuxiéme année qu’elle vient du polynéme
caractéristique de la matrice. Vous entendrez souvent que pour la matrice A, X3 — 2 X — 1 est un polynéme annulateur.
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73.6 La matrice nulle n’est donc pas inversible : 0,, x I,, = 0,, par ex.

73.7 Une matrice diagonale dont 1'un des termes est nul n’est pas inversible, en effet, pour tout i € [1,n] :

d, 0 B 0 0 -+ cor eee e 0
0 . e el el el 0 :
i1 0
0 X 1 =0y

ditn 0

' 0 0
0 0 d, 0 0 0

#0,

73.8 Soit A = <OCL Z) € M5(K). On suppose que . Alors A n’est pas inversible. Si elle est

nulle, c’est le premier exemple. Sinon, il suffit de remarquer que :

A x (d _b> :02.
—C a
—_———

#02 car A#02

0 1 1
73.9 La matrice A= [0 0 1| n’est pas inversible. En effet :

0 00

0 0 2
A3 =AxA2=Ax [0 0 0] =0s.
0 00
—_———
#03

Propriété(s) 6.1.30 : Soit (A, B) € GL,(K). Alors
1. AxBeGL,(K)et (Ax B)"!=B"1x A1
2. A~! est inversible et (A71)"t = A.

Démonstration : Concernant le produit, c¢’est un calcul direct :
AXxBxB 'xA'=B 'x A 'x Ax B=1,.

Concernant le deuxiéme point, il suffit de regarder d’un autre ceuil I’égalité : A™' x A=A x A~ = 1I,,.

6.1.3 Quelques familles de matrices

6.1.3.1 Matrices triangulaires supérieures

Définition 6.1.24 : Soit T € M, (K), T' = (t; j)(i,j)e[1,n)2- On dit que T est triangulaire supérieure si :

Vi > 7, t;; = 0
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elle s’écrit alors :

tin ti2 t13 e t1n
0 to2 toa e ton
T =
0 e 0 tn—l,n—l tn—l,n
0 - 0 0 tom

Remarque(s) 44 : 1. On appelle matrice triangulaire supérieure stricte une matrice triangulaire supérieure

dont les termes diagonaux sont nuls.

2. On définit de la méme maniére les matrices triangulaires inférieures (strictes), il suffit de remplacer i > j
par j > 1.

3. Une matrice diagonale est aussi une matrice triangulaire supérieure et inférieure.

Propriété(s) 6.1.31 : Soit A et B deux matrices triangulaires supérieures, A € K. Alors :
1. A+ B est triangulaire supérieure,
2. M. A est triangulaire supérieure,

3. A x B est triangulaire supérieure.

Démonstration : Seul le produit est non trivial & traiter. On écrit, si j > :

n 7 n
E a; g X bk,j = E a; g X bk,j + E ik ka,j =0.
k=1 k=1 ~

k=il
=0
|
Il est facile de calculer les coefficients diagonaux d’un produit de matrices triangulaires supérieures :
a1 * * b1 * * ai,1 X b *
0 a2 --- * 0 bao --- * 0 as X bago
>< = )
0 -+ 0 anm 0 - 0 bun 0 0 Gnn X bum

mais ne généralisez pas hativement aux autres termes!

6.1.3.2 Matrices nilpotentes

On appelle matrice nilpotente une matrice N € M,,(K) qui admet un entier naturel d tel que N% = 0,,. Les matrices
nilpotentes ne sont donc pas inversibles.

Exemple(s) 74 :

74.1 Les matrices triangulaires strictes sont nilpotentes, ceci se voit facilement en considérant les colonnes des matrices
puissances, qui sont de plus en plus envahies par les zéros. En particulier, elles ne sont jamais inversibles.
74.2 Mais ce ne sont pas les seules :

5 -3 2
A=|15 -9 6 vérifie A% = 0,.
10 -6 4

Soit A et B deux matrices nilpotentes qui commutent. Alors A X B et A 4+ B sont nilpotentes.
Démonstration : Soit p et ¢ deux entiers naturels tels que A? = B? = 0,,. Alors :

(A x B)min(p,q) — Amin.a) o pmin(p.a) _
AXB=BXxA
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De plus, par le binéme de Newton, qu’il est légitime d’utiliser car A et B commutent :

pt+q P pt+q
(A+ B)Pt? = Z (pzq)Ak x Brra—k — Z (p—gq) AR x ppraThR Z <p-l|€-q>. AR xpPtiTk —q,,.

k=0 k=0 —0,, k=p+1 -0,

6.1.3.3 Transposition, matrices symétriques et antisymétriques

Définition 6.1.25 : Soit A = (ai;)(,j)e[1.n)x[1.0] € Mn,p(K). On appelle matrice transposée de A et on note AT (
ou 'A) la matrice : AT = (aj.:)j.en plx[,n] € Mpn(K) :

a1 ot Qln
AT =
ap,1 tr Qpn
Exemple(s) 75 :
1 4
751 Soit A= (L 2 3) ona:ta=[2 s
4 5 6
3 6
75.2 Si
1
x2
X = . alors tX:(xl xro - :cn).
Tn

Propriété(s) 6.1.32: Ona:
1. Pour tout (A, B) € M, p(K) et A€ K :
‘PA)=A, "(A+B)="A+'B et '(A\A)=\A
2. Pour tout A € M, ,(K) et B € M, 4(K) :
"(Ax B)="B x"'A.
3. Pour tout A € GL,(K),"’A € GL,(K) et (‘A" =1(A"1).

Démonstration : Le premier point est immédiat, pour le deuxiéme, le coefficient en (i,5) de la matrice ‘(A x B)

p p
s’écrit : E a; kX br,; et celui de la matrice’ B x* A s’écrit : E b, X aji ; ce sont les mémes! Pour le dernier point,
k=1

AxAl=1,=A4"1x 4

k=1
on remarque que, comme :

on a :

(A_l)T x AT = (A X A_I)T =1, = (A_l X A)T = AT x (A_I)T.

Définition 6.1.26 : On appelle matrice symétrique une matrice A qui est égale & sa transposée :*A = A. On note
Sn(K) Uensemble des matrices symétriques de Mn(K). On appelle matrice antisymétriqgue une matrice A qui est
égale & lopposé de sa transposée :*A = —A. On note A, (K) l’ensemble des matrices antisymétriques de My, (K).

VH Vésale Nicolas


http://lyceehugobesancon.org/prepaslvh/

2025 — 2026 Page 103/265

Remarque(s) 45 : 1. Pour qu'une matrice soit symétrique ou antisymétrique il faut qu’elle appartienne a M, (K).

2. L’ensemble des matrices symétriques de M, (K) est ’ensemble des matrices qui s’écrivent :

ai1  ai2 o Gln
ai2 Q22
Qim0 G

En particulier, la somme de deux matrices symétrique est symétrique et le produit par un scalaire d’une matrice
symétrique est symétrique.
3. L’ensemble des matrices antisymétriques de M., (K) est ’ensemble des matrices qui s’écrivent :

0 ai2 - i
—a1,2 O
—a1,, e e 0

En particulier, la somme de deux matrices symétrique est symétrique et le produit par un scalaire d’une matrice

symétrique est symétrique.

Exemple(s) 76 :
76.1 Soit (A, B) € Sn(K). Montrons que A X B € S,(K) si et seulement si A et B commutent.
Démonstration : On a, comme A et B sont symétriques :

AxB)T=B"xAT=Bx A

donc
(AxB =AxB<=BxA=AxB.

76.2 Si A € M, (K), alors A x Aet Ax'A sont symétriques.

6.1.3.4 Matrices élémentaires

C’est le seul cas de matrices pas toujours carrées que nous traiterons ici. Soit (i,7) € [1,n] x [1,m]. On appelle matrices
élémentaires et on note F; ; la matrice sont tous les termes sont nuls sauf le terme (i, 7), qui vaut 1 :

{1 si (p,q) = (i, )

E .= (§ avec Op,q =
i, (p,q)1<p<n P4 0 sinon

1<g<m
Le matrices élémentaires sont particuliérement utiles car toute matrice peut s’écrire comme combinaison linéaire de matrice

élémentaire : si A = (ai,5),j)eq,n]x[1,m] € Mn,m(K) :

Propriété(s) 6.1.33 : Soit E; j € My ,(K) et Ep,; € M, 4(K). Alors :
On ij#k
Ei,jXEk,lz{ e Slj?é .
Ei, sij=k

Démonstration : 11 suffit d’écrire le produit.
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6.2 Systémes linéaires

6.2.1 Définitions, lien avec les matrices

Définition 6.2.27 : On appelle systéme linéaire de p équations G4 n inconnues i, Tz, -« ,Tn un systéme du type :

a1,1%1+a1222+ -+ a1,nTh =b1

a2,1T1 + a22T2 + -+ a2,n Tn = b2

ap 1 T1+ Ap2 T2+ + Apn T = bp

les réels (ou complezes) a; ; sont appelés les coefficients du systéme et les réels b; le second membre du systéme.
Une solution du systéme est un n-tuple de réels (x1,x2,- -+ ,xn) qui vérifie toutes les équations du systéme. Un tel
systeme linéaire est dit compatible si il admet au moins une solution.

Silon pose A = (i), e, plx[1,n] € Mpn(K),

X1 bl

To b2
X=|.|eMui(K) et B=| .| € Mp1(K)

Tn bp

le systéme est équivalent & 1’égalité matricielle :

Il est souvent utile de « voir » ce produit en utilisant les colonnes de A. Si on les note Cy,Co,...,C, alors
AXx X =x21.C1 +22.C2 + -+ +x,.Cp,
En particulier, le systéme A x X = B est compatible si et seulement si B est une combinaison linéaire des colonnes de A.

Exemple(s) 77 :

77.1 Considérons le systéme :

2x -y +3z = 1 2¢ —y 43z = 1
-4z 2y +z = 3 Lo <+ Lo+ 2.1, Tz = 5
—2x +y 44z = 4 L3 <+ L3+ L1 Tz = 5
10z -5y -6z = -—10 La<+ Lys—5.11 —21z = =15
2z -y +3z = 1 2z -y +3z = 1
— Tz = b — Lo 1/7.L2 z = 5/7
L3« L3 — Lo 0 =0 0 = 0
Ly Ls+3L2 0 = 0 0 = 0
Li+ L1 —3.L2 2r —y = =8/7 L+ 1/2.L, x —y/2 = -8/14
— z = b5J7 — z = 5/7
0 = 0 0 = 0
0 = 0 0 = 0

_J(yv_8 >
s={(4-503). ver)

77.2 Cependant, si I’on modifie 1égérement le systéme précédent, avec les mémes opérations :

2z -y +3z = 1 2z -y +3z = 1
-4z +2y +z = 3 Tz = b
—2x +y 44z = 4 0 = 0
10z -5y —6z = -—11 0 = -1

S=0

Le systéme est incompatible.

VH Vésale Nicolas


http://lyceehugobesancon.org/prepaslvh/

2025 — 2026 Page 105/265

On appelle systéme homogéne associé au systéme A x X = B le systéme A x X = 0,,1. L’ensemble des solutions
de ce systéme est appelé noyau de la matrice A et noté Ker(A). Autrement dit :

\Ker(A) ={X e Mn1(K), Ax X =0,1}. \

Exemple(s) 78 :

78.1 On considére la matrice :

-1 -2 1
A= 2 4 -4
-1 -2 3
Alors® (z,y, z) € Ker(A) si et seulement si :
- -2y +z = 0 = - -2y +z = 0
2¢ +4y -4z = 0 La<+ La+2.14 -2z = 0
—xr -2y 43z = 0 L3+ Lz3—1, 2z = 0
T R
Ls < L3+ Lo 0 = 0

Donc :
KGY(A) = {t (_2y7y70)7 Yy e K}
78.2 Il est souvent utile de trouver un élément particulier du noyau. Pour ceci, on peut chercher une combinaison
linéaire des colonnes qui représente la matrice nulle. Par exemple, si :

1 0 1
A=1[1 0 1
1 0 1

Alors 1.C1 + 0.C2 + (—1).C3 = 03,1 par exemple donc® (1,0, —1) € Ker(A).

Proposition 6.2.10 : Soit A € M, (K). Alors :

A est inversible <= Ker(A) = {0n,1}.

Démonstration : Si A est inversible, alors A x X = 0,,1 équivaut & X = A7l x 0n,1 = Op,1 donc Ker(A) = {0x,1}.
Nous admettrons temporairement I'implication réciproque.

Exemple(s) 79 :

79.1 Par ce qu’on a vu :

-1 -2 1 1 0 1
2 4 -4 et 1 0 1
-1 -2 3 1 0 1

ne sont pas inversibles car leur noyau n’est pas réduit a la matrice nulle.

79.2 La matrice :
-1 1 1
A= 1 —1 1
1 1 -1

admet pour noyau les matrice X = *(z,y, ) qui vérifient :

-z + vy + z = 0 <~ -r + y + z =0
x -y + z = 0 Lo+ Lo+ 1Ly 2z = 0 <= zxz=y=2z=0
r + y — z = 0 L3+ L3+ L 2y = 0

Donc A est inversible
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79.3 Soit T' une matrice triangulaire inférieure. Si tous ses coeflicients diagonaux sont non nuls, alors clairement,
Ker(T) = {0n,1}. Donc T est inversible. Réciproquement, si il existe ¢ tel que ¢;; = 0 alors T' X B; = Op,1, 0OU
B; est la i-iéme colonne de la matrice identité. Or B; # 0,,1 donc T n’est pas inversible. Dans le cas ot T est
triangulaire supérieure, on se rameéne au cas inférieur en consédérant sa transposée. Finalement :

‘ Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.

Propriété(s) 6.2.34 : Sile systéme A x X = B est compatible alors, si Xo est une solution particuliére, ’ensemble

des solutions du systéme est :
S={X+Xo, X €Ker(A)}.

Démonstration : Comme X, est solution particuliére, on a A X Xg = B. On en déduit que Y est solution si et
seulement si :
AXY=B=AxXo<= AXx (Y —Xo) =0p,1 <Y — Xo € Ker(A4).

6.2.2 Calcul d’inverse par résolution de systéme.

Proposition 6.2.11 : Soit A € M,,(K). Alors A est inversible si et seulement si pour tout (X, B) € My 1(K)?,
AxX =B

admet une unique solution. De plus, dans ce cas : X = A~ x B.

Démonstration : Le sens direct est immédiat. Pour la réciproque, on considére pour tout ¢ € [1,n], B; la i-iéme
colonne de la matrice I,,. Alors par hypotheése, il existe X; € My 1(K) tel que A x X; = B;. Si l'on considére la
matrice X € M, (K) dont les colonnes sont les X;, on a alors : A x X = B. La matrice A est donc inversible.

]

Remarque(s) 46 : 1. En particulier, si un tel systéme est incompatible ou admet plus d’une solution, la
matrice A n’est pas inversible.
2. Cette proposition nous donne de plus une méthode pratique pour étudier 'inversibilité de A et éventuellement
calculer A™1 :
(a) Considérer le systéme A x X = B avec X et B quelconques,
(b) résoudre ce systéme,

(c) dans le cas ou ce systéme admet une unique solution, lire les coefficients de A~! dans Pexpression de X en
fonction de B. Sinon, A n’est pas inversible.

Exemple(s) 80 :
80.1 On considére la matrice :
0
A=11
1

Montrons que A est inversible et déterminons son inverse. Pour ceci, on résout le systéme :

1 1
0 1
1 0

y +z = a x = —-1/2a +1/2b +1/2¢
x +z = b=y = 1/2a -1/2b +1/2¢
x 4y = ¢ z = 1/2a +41/2b -1/2c¢
Donc A est inversible et :
1 -1 1 1
A== 1 -1 1
2\ 1 4
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Revenons sur la méthode du paragraphe précédent. Résoudre I’équation
AxX=1I,xB

se fait en effectuant sur les matrices A et I,, les mémes opérations sur les lignes. Ce systéme admet une unique solution si
et seulement si A est inversible et alors :

I,xX=A"1'xB

Pour cette raison, on peut se concentrer sur les matrices et écrire la matrice augmentée (A|I,) sur laquelle on effectue des
opérations sur des lignes (en écrivant le symbole ~ entre les matrices). Traduisons alors le résultat de la proposition du
paragraphe précédent :

1. Si le systéme admet une unique solution alors A est inversible et on obtient la matrice augmentée (I,,|A™").

2. Si ce n’est pas le cas, A n’est pas inversible. En pratique, ce cas arrive si ’on obtient une ligne nulle.

Exemple(s) 81 :

1 0 -1
81.1 Considérons la matrice: A= |1 —-1 0 |.Ona:
1 -1 1
1 0 —-1|1 0 0 > 1 0o —1|1 o0 0 . [1 1] 1 0 o0
1 =1 0|0 1 O|pyeTo—1,]0 -1 1 [-1 1 0 L 0 1 -1|1 -1 0
1 -1 1]0 0 1) gera-1,\0 -1 2 |-1 0 1)l2e=Lalo -1 2 |-1 0 1

1 0 =11 0 O T 1 0 O
7 01 -11 -1 O0)ry«L1+L3(0 1 O
L3+ Ls+ Ly \O O 1 0O 0 1

0 -1 1/ Ly« La+Ls
1 -1 1
La matrice A est donc inversible, et A™' = |1 -2 1
0 -1 1
1 0 —1
81.2 Considérons maintenant la matrice B=|1 -1 0 |.Ona:
1 -1 0
1 0 -1/1 0 O Z’ 1 0 —1 1 0 0 1 0 -1 1 0 0
1 =1 0 ]0 1 O|fgely—1I,l0 -1 1 [-1 1 0 v 0 -1 1 ]|-1 1 o0
1 =1 00 0 1) pyela-0,\0 -1 1 | =1 0 1) s rTa—71,0 0 0[]0 -1 1

La derniére ligne étant composée de 0, la matrice B n’est pas inversible.

Propriété(s) 6.2.35 : Soit T' € M,,(K) une matrice triangulaire inférieure dont les coefficients sont non nuls. Alors
T est inversible et T ! est triangulaire inférieure.

Remarque(s) 47 : Bien entendu, ce résultat est aussi valable pour une matrice triangulaire supérieure.

6.2.3 Interprétation du Pivot de Gauss en termes de matrices.

Définition 6.2.28 : Soit (i,5) € [1,n]?, i # j. Soit A\ € K, A# 0 et p € K. On appelle :
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1. Matrice de permutation une matrice du type :

1
0 1
Pj=In—(Eii+Ej;)+Ei;+Ej:= ,
1 0
1
2. matrice de dilatation une matrice du type :
1
1
DiN) =L+ (A=1).E;; = A ,
1
1
3. matrice de transvection une matrice du type :
1
1
Tij(p) =In+ p.Eij =
o 1
1

Remarque(s) 48 : Ces matrices sont surtout intéressantes car il est facile de visualiser l’effet que produit sur une
matrice A leur multiplication. Plus précisément, multiplier

1. a gauche la matrice A par : 2. a droite la matrice A par :
(a) P;; permute les lignes i et j de la matrice A (a) P;,; permute les colonnes i et j de la matrice A
(b) D;i(A) multiplie la ligne ¢ de la matrice A par (b) D;(X) multiplie la colonne i de la matrice A par
A#0 A#£0
(¢) Ti,;(p) ajoute a la ligne ¢ de A p fois la ligne 7 de (¢) Ti,;(p) ajoute ala colonne j de A p fois la colonne
A 1 de A.

Propriété(s) 6.2.36 : Toutes les matrices élémentaires sont inversibles. Plus précisément, si (4,5) € [1,n]? i # j,
AeK et peK,ona:

_ _ 1 _
P =Py DN = D; (x) et Tos(w) ™" = Tos(—p).

Démonstration : Ces propriétés se prouvent facilement en utilisant la définition de l'inverse. Pour montrer la
derniére, il suffit par exemple de remarquer que si ’on ajoute A fois & la ligne ¢ la ligne j de la matrice identité, puis
qu’on la retranche, on retombe sur la matrice identité.

|
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Remarque(s) 49 : En particulier, multiplier une matrice par une matrice élémentaire ou de fagon équivalente effec-

tuer des opérations élémentaires sur ses lignes et ses colonnes préserve le caractére inversible ou non inversible de la
matrice.
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Chapitre 7

Suites numériques

7.1 Premiers exemples

7.1.1 Suites arithmético-géométriques

Soit (a,b) € K2 On considére les suites définies par la formule de récurrence :
Un+1 = QUR + b.

On appelle un tel type de « suite arithmético-géométrique ».
1. Sia =1, il s’agit de suites arithmétiques; on trouve u,, = uo +nb,
2. Sib =0, il s’agit de suites géométriques; on trouve : u, = a” uop.
Sinon, ’idée est de se ramener a ce dernier en cherchant une solution particuliére : une suite constante u, = x pour tout n :

1. On résout donc I’équation :
z=ax+Db,
on trouve : ¥ = ﬁ et 'on pose vy, = un — .
2. On cherche la formule de récurrence vérifiée par la suite (vp)nen : comme

Untl =AU, +b et x=ax+0b,

on en déduit : vp+1 = avy.

3. La suite (vn)nen est géométrique de raison a donc pour tout entier naturel n : v, = a™ vo. On en déduit :

VYneN, up,=a"(u —x)+z.

Exemple(s) 82 :

82.1 Sa suite définie par :
uo =1, un+1:2un+1

admet pour formule explicite :
VneN, wu,=2""_-1

82.2 L’idée de ce paragraphe s’étend facilement & d’autres exemples. Par exemple, si I’on cherche une formule explicite
pour la suite définie par :
vo=0, YneN, vp41=2v,+n.

On peut chercher une suite particuliére vérifiant I’équation de récurrence de la forme p,, = an+b. En remplagant
dans ’équation, on trouve a = b = —1, c.a.d. p, = —(n + 1). On en déduit que v, + (n + 1) est géométrique de
raison 2 donc :

VneN, wv,=2"—n-1.
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7.1.2 Récurrence double, suites récurrentes linéaires d’ordre deux

Le raisonnement par récurrence double est une conséquence immédiate du raisonnement par récurrence simple ; son principe
est le suivant : pour montrer que P(n) est vraie pour tout n, il suffit de montrer que :

1.
2.

P(0) et P(1) sont vrais (initialisation)
et que si, pour tout entier N, la véracité de P(N) et P(N + 1) entraine celle de P(N + 2) (hérédité)

Exemple(s) 83 :

83.1 Une des applications essentielles de cette récurrence double sera pour nous de définir des suites. Par exemple, la
suite de Fibonacci est définie par :

Foso=Fosr + Fo, Fo=0, =1
on a alors Fr =1, F3 =2, F, = 3, F5 = 5... Montrons que
VvneN, F,>n-—1
(a) initialisation : Sin=2: F, =12>1,de méme,sin=3: F3 =2 > 2.

(b) hérédité : Soit N > 2 fixé et supposons la formule vraie pour N et N + 1. Alors par la formule de récurrence
puis hypothése de récurrence :

FN+2:FN+1+FN>N+N—1:2N—1>N+1.

On conclut alors que la formule est vraie pour tout n > 2 par principe de récurrence double. Comme elle est
clairement vraie pour n = 0 et n = 1, elle est donc vraie pour tout entier naturel n.

83.2 Soit x un réel tel que x + 1/x € Z. Montrons que :
n 1
VvneN, z"4+ — €cZ.
xn

(a) initialisation : le résultat est vrai pour n =0 car 2 € Z et pour n = 1 par hypothése

(b) hérédité : supposons le résultat vrai pour N et pour N + 1. Alors :

1 1 1 1
N+1 _ N+2 N -
(x +1-N+1) (w-I-E)—JJ +xN+2+m +zN

donc par hypothése de récurrence :
1 1 1 1
N+2 N+1 N

On conclut alors que la propriété est vraie pour tout n par principe de récurrence double.

Théoréme 7.1.9 : Soit (p,q) € C?, et (un)nen une suite vérifiant la relation de récurrence :
Vn €N, Unta+ pUnt1 +qu, =0.

Alors :
3(C,D) e C*>,Vn€N, u,=Can+ Db,

avec, si A = p? — 4q et on appelle équation caractéristique z> +pz+q=0 :

1. Si A #0 : A1 et Ay sont les deux solutions de I’équation caractéristique :
VneN, an=Al, by=2M\5,
2. si A =0 et \ est l'unique solution de l’équation caractéristique :
VneEN, an=A", by=nA""}

Démonstration :

VH
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1.

Commengons par vérifier que si A est une solution de I’équation caractéristique, alors ¢, = A" vérifie la relation
de récurrence. En effet :

Cn+2 +PCnt1 +qCn = ()\2 +pA+qg) A" =0.
—_———
=0
De plus, si § =0 et A = —Z est la solution de I’équation caractéristique, alors si b, = n Ant
buto +Pbns14+qbn=n+2DN T+ pn+ DA +qn X " =0 (N +pA+) N T+ 207 +p =0.

=0 =0 car )\:7%.

Les deux calculs précédents montrent que dans les deux cas, les suites (an)nen €t (bn)nen vérifient la relation de
récurrence. C’est-a-dire que :

ant2 +pant1+qan =0 (L1)

Vn € N,
n bn+2 +pbn+1 +qbn =0 (L2)
donc en effectuant Popération C (L1)+ D (L2) toute suite de la forme C a, + D by, vérifie la relation de récurrence.

Réciproquement, une suite (vn)nen, procédons par analyse et synthése. Analyse : si v, = C an + D by, pour C et
D deux complexes, alors :

_ — vi—A1vg _ _
oA #£ 0, {C+D UO@{C S et g A=), {C v()(:}{c -

CM+DXx =u D ==yt CM+D =u D =wvi—Av

Synthése : si 'on prend pour C et D les deux valeurs trouvées, la suite r, = C ap, + D b, vérifie ro = vo, 11 = v1
et la relation de récurrence donc pour tout n, v, =1, = C an + D by.

Exemple(s) 84 :

84.1

84.2

Revenons sur la suite de Fibonacci, qui est définie par :
Foio=Foi1+F,, Fy=0, Fi=1
dans ce cas, I’équation caractéristique :
P —z—-1=0
admet pour racines :
1 5 1-—
+5 e =
2 2

Il existe donc deux uniques constantes C' et D telles que :

=

YneN, F,=Ce"+ Dy".
Reste a déterminer les constantes C' et D ; les deux premiéres valeurs de la suite donnent :

C+D=0
Co+Dyp=1

On en déduit : )
vneN, F,=-—(o"—9").
; 7 (" —9")
Considérons la suite définie par :
ap=0,01 =1 et YneN, ant2=—-20an+1 —an.

’équation caractéristique s’écrit : 2 + 2z + 1 = (x + 1)2. On en déduit qu’il existe des uniques constantes C' et
D telles que :
VneN, a,=Cn(-1)"""+D(-1"
Pour déterminer C et D, on utilise les deux premiéres valeurs de la suite, qui donnent D = 0 et C' = 1. On en
déduit :
VneN, a,= n(—l)”_l.
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84.3 Considérons maintenant la suite définie par :
Unt2 + Unt1 +Uun =0, wo=1, w1 =-1/2

I’équation caractéristique :
2 +z+1=0

admet pour racines j et j = j2. On en déduit qu’il existe deux uniques constantes C' et D telles que :
VneN, u,=Cj"+Dj".

Pour déterminer les constantes C et D, on utilise les deux premiéres valeurs de la suite :

C+D=1
Cji+Dj=-1/2
On en déduit C = D =1/2 donc :
Vn € N, un:%(jn +5n):%(e2inﬂ/3+e—2inﬁ/3):cos <2¥)

Remarque(s) 50 : Ce dernier exemple n’est pas un cas particulier. Dans le cas réel, le théoréme se traduit sans
aucun changement dans le cas ou le discriminant est positif ou nul, a la différence prés que, comme le suite est
réelle, les constantes sont réelles. Dans le cas ol le discriminant est strictement négatif, les solutions de 1’équation

caractéristique sont :
_ i/ ) _
Alz%uzpé’Q et )\2:)\1:P€7

Puis, il existe deux constantes complexes C' et D telle que, pour tout entier naturel n :

0

un=CAY+ DX " =p" (Ceine +Deii"9).

Comme la suite u, est réelle, il existe donc des constantes réelles A et B telle que :

VneN, wu,=Ap" cos(nd)+ Bp" sin(nbh). ‘

7.2 Quelques généralités sur les suites réelles

7.2.1 Monotonie, caractére borné

Les notions de monotonie se généralisent sans difficulté aux suites réelles : on dit que (un)nen est
constante si : Vn € N, upy1 = up,

croissante si : Vn € N, Up41 = up,

décroissante si : Vn € N,  unt1 < U,

strictement croissante si : Vn € N,  unp+1 > un,

strictement décroissante si : Vn € N,  unt1 < Un,

monotone si elle est croissante ou décroissante

R

strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante

Exemple(s) 85 :
85.1 Soit A € R et u, = A™. Alors, comme Un41 — Un = A" X (A — 1), (up) est :

(a) croissante si et seulement si A > 1,
(b) décroissante si et seulement si 0 < A < 1,
(c) monotone si et seulement si A > 0.
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85.2 Pour de suites & termes strictement positifs, il peut étre intéressant de considérer le quotient de deux termes
consécutifs pour étudier la monotonie de la suite. Par exemple, si pour n > 1, w, = 2 on a :

w n+1\"
"7“ — <i> > 17
Wn, n
donc en multipliant par le réel positif wy, w41 > wy la suite est donc croissante.

85.3 Soit (un)nen+ une suite croissante; alors la suite définie par :

Vn>1, v, =t Fun

est aussi croissante. En effet, pour tout entier n > 1 :

U+t Up FUnpl ULt Un X U1 — (Un -t Un)
Un+1 — Un = - =

= 0.
n+1 n nx(n+1) -
Soit (un)nen une suite réelle. On dit que :
1. majoréesi: dM € R, VneN, wu, <M
2. minoréesi: ImeR, VneN, wu,>m

3. bornée si elle est majorée et minorée, c’est-a-dire si : I(M, m) € R% VYneN, m<u, <M.

Propriété(s) 7.2.37 : Une suite (un)nen est bornée si et seulement si (Jun|)nen est majorée.

Démonstration : Si (un)nen est bornée alors,

I(M,m) €R®, VYneN, —|m|<m<u,<M<|M|

on en déduit :
Vn €N, |un| < max(|M|,|m]),

la suite (|un|)nen est donc majorée.
Réciproquement, si (|un|)nen est majorée :

IM eR,Vn €N |un| <M onendéduitVneN, —M < u, < M,

la suite (un)nen est donc bornée.

Remarque(s) 51 : A partir de cette propriété, on peut facilement montrer que toute somme ou produit de suites
bornées est bornée.

Exemple(s) 86 :
86.1 Soit 6 € R. Alors les suites :
sn=sin(f xn) et ¢, =cos(f xn)
sont bornées. En effet, leurs valeurs absolues sont majorées par 1.
86.2 Soit A € R et u, = A™. Alors, comme |u,| = |[A|" et up = A", (un) est :
(a) bornée si et seulement si —1 < A < 1,
(b) majorée si et seulement si —1 < A < 1,
A.

<
(¢) minorée si et seulement si —1 <
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7.2.2 Propriétés a partir d’un certain rang

On dit qu’une suite admet une propriété a partir d’un certain rang si il existe un entier naturel ng tel que, pour tout

n > ng u, a cette propriété.

Exemple(s) 87 :

87.1 On dit qu’une suite est stationnaire si elle est constante & partir d’un certain rang, c’est-a-dire si :
dno € N,Vn > no,  Un+1 = Un.

Par exemple, la suite définie par :
3
uozg, Vn e N, un+1:2ui—1

est stationnaire car par une récurrence immédiate pour tout n > 2, un, = —1/2.

87.2 Pour montrer les propriétés de majoration d’une suite, il suffit de les montrer a partir d’un certain rang. Montrons
par exemple que, si une suite est majorée a partir d’un certain rang, elle est majorée.
Démonstration : Supposons que (un)nen €st majorée & partir d’un certain rang. Alors :

dno € N,IM € R,Vn > no, un < M.
Alors si I'on pose :
M' = max(uo, u1, - . ., Ung—1, M)

on a, pour tout entier naturel n : u, < M’. La suite est donc majorée.

C’est encore vrai si I’on cherche & montrer que la suite est minorée ou bornée.

7.2.3 Convergence d’une suite réelle

Définition 7.2.29 :  Soit (un)nen une suite réelle. On dit que (un)nen admet ! € R comme limite lorsque n tend vers

+00 st
Ve > 0,3n0 € N,Vn 2 no, |u, —1I| <e

On dit qu’une telle suite est convergente.

Remarque(s) 52 : 1. On écrit alors :
u, —> 1 ou lim w, =1
n——+oo n—-+oo

et Uon dira souvent que (un)nen tend vers [ lorsque n tend vers +oo.

2. L’inégalité |u, — l| < € peut se ré-écrire :
—e+Il<u, <e+l

ce qui peut se comprendre « tout intervalle non vide centré en [ contient toutes les valeurs de la suite & partir
d’un certain rang ».
3. Cette définition s’étend aux limites +o0o et —oo de la fagon suivante :

(a) On dit que (un)nen tend vers oo lorsque n tend vers +oo si :

VA € Ry, 3Ing € N,Vn > no, un = A.

(b) On dit que (un)nen tend vers —oo lorsque n tend vers +oo si :

VB e R_,dno € N,Vn > ng, un < B.

Exemple(s) 88 :
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88.1 La suite définie par :
VvneN, wu,=1

tend vers 1 lorsque n tend vers +oo. En effet :
Ve>0,Ino =0€N,Yn >no, |un,—1=0<e

88.2 Soit (vn)nen+ la suite définie par :
VneN, wv,=n.
Alors v, tend vers +oo lorsque n tend vers +oo. En effet, si A > 0 alors ng = max(|A]| +1,0) € N tel que, pour
n=ng:
n>ng = A.

88.3 Soit (en)nen la suite définie par :
Vn €N, e, =exp(n).

Alors lim e, = 4o0. En effet, pour A € R} fixé, on prend : no = max(|In(A)| + 1,0) et on a, par croissance

n—-+oo

de la fonction exponentielle :
Vn>ng, e">e">A

on montre de la méme fagon que In(n) oy ~+00.
n——+oo

Bien souvent, on se servira de la convergence d’une suite pour prouver une propriété vérifiée par une suite & partir d’un
certain rang.

Exemple(s) 89 :

89.1 Soit (un)nen une suite qui converge vers [ > 0. Montrons qu’a partir d’un certain rang, u, > 0.
Démonstration : Prenons € = é > 0 dans la définition. Alors :

l

Ino € N,Vn = mno, |up—I| < == u,>_->0.

L
2

N

Bien entendu, on a des résultats similaires pour des limites strictement négatives ou non nulles.

89.2 Soit (un)nen une suite convergente, alors cette suite est bornée (a partir d’un certain rang).

Démonstration : Comme nous ’avons vu dans le paragraphe précédent, il suffit de montrer que cette suite
est bornée A partir d’un certain rang. De plus, en prenant € = 1 > 0 (par exemple) dans la définition :

Ino € N,Vn 2 no, Jun -l <1=1-1<u, <Il+1

Ce dernier résultat est une propriété & connaitre :

Propriété(s) 7.2.38 : Toute suite convergente est bornée.

Propriété(s) 7.2.39 : Si (un)nen admet une limite lorsque n tend vers 4o, alors cette limite est unique.

Démonstration : Traitons le cas des limites finies. Les autres sont similaires.
Soit (1,1') € R?. Supposons que u, — [ et u, — I’. Supposons par I’absurde que [ # I’. Quitte & échanger

n—-+oo n——+oo

les roles de I et I’, on peut supposer [ > I’. En prenant € = % > 0 dans la définition, comme 2¢ <[ —1', on a :
dno € N;Vn > no,  un e+l <l—e< un.

Absurde! Donc [ =1'.
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7.2.4 Suites extraites

Définition 7.2.30 : Soit (un)nen une suite. On appelle suite extraite de (un)nen toute suite définie par :
Vn € N, Un = Up(n)

ot o : N — N est fonction strictement croissante.

Remarque(s) 53 : On dit souvent qu’une suite extraite est « formée de certains termes de la suite (un) ».

Exemple(s) 90 :

90.1 Les exemples les plus utilisés de suites extraites sont les suites :
(uzn)neN, (uz n+1)n€N7 (Ugn)neN, (u3n+1)neN, (U3n+2)neN-

90.2 Si l'on considére la suite définie par la formule u, = (—2)", les suites extraites (uz2n) et (uzn+1) ont pour
formules :
Ugp = (—2)2n =4" et U2 pt1 = (—2)2n+1 = —24".

Il s’agit dans les deux cas de suites géométriques de raison 4.

90.3 On peut se servir des suites extraites pour contredire certaines affirmations, il est par exemple clair que si une
suite est bornée, majorée ou minorée, alors toutes ses suites extraites aussi. Par exemple, la suite définie par
un = (—1)" n n’est ni majorée ni minorée car :

Uzn =2n —> 400 et uznt1=-—-2n+1) — —oo.

n—-+oo n——+oo

Propriété(s) 7.2.40 : Toute suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite.

Démonstration : Soit (un)nen une suite qui converge vers une limite [ et soit (uy(n))nen une suite extraite de
(un)nen. Commengons par montrer par récurrence que comme ¢ : N — N est strictement croissante alors :

vYneN, ¢(n)=n.

1. initialisation : ¢(0) € N donc ¢(0) > 0,

2. hérédité : soit N un entier naturel fixé. Supposons que p(N) > N. Alors N+1 > N donc comme ¢ est strictement
croissante :
e(N+1)>¢(N) >N

mais ¢(N + 1) est un entier naturel, donc p(N +1) > N + 1.

Par principe de récurrence, la formule est donc exacte. Montrons maintenant que (q(n))nen converge vers . Soit
€ > 0. Par définition, comme (un)nen converge vers [ :

Ing € N,Vn > no, |un, —1| <e.
Mais alors, si n > ng, par ce qu’on vient de prouver, ¢(n) > n > no donc :

\u¢(n) - ll < €.

Remarque(s) 54 : 1. La méme preuve nous donne sans difficulté que si (u,) tend vers +00 ou —oo alors toutes ses
suites extraites aussi.
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Cette propriété sert & montrer facilement qu’'une suite n’est pas convergente, en effet :

Pour montrer qu’une suite est divergente, il suffit d’exhiber deux de ses suites extraites qui ont une limite différente.

Exemple(s) 91 :

91.1 La suite définie par :
Yn e N, wu, =(-1)"

est divergente; en effet :

Uznzl — 1 et u2n+1:71 — —1.
n—-+oo n—-+oo
91.2 La suite définie par :
Vn e N 2|5
n Up = - — | =
bl n 3 3
est divergente. En effet,

uzn =0 — 0 et w —n+17 n+l —1*)1
3n =0 =2 3n+l = 3 3| T3 .50 3

91.3 La suite définie par :
YneN, wu,=2"+4(—2)" sin (n g)

est divergente. En effet,
o =227 — 400 et Ugpnt1 =0 — 0.

n——+oo n——+oo

7.2.5 Théorémes généraux sur les limites

Propriété(s) 7.2.41 : Soit (un)nen et (vn)nen deux suites admettant des limites (éventuellement infinies) lorsque n
tend vers +oo. Alors :

1. un + v, admet pour limite :

[vn\tun [AER | +o0 [ —o0 |
uweER A4 p | oo | —o0
+00 +00 +00 FI
—00 —00 FI —00

2. Un X v, admet pour limite :

lvn\un [[AEleAeRi[+oo[—oo[ 0
[weRy [ Axp [ Axp [+oo [ -c0 ] 0]
0

uweRY A X 1 A X [ —00 | oo
+o0 +o0 —00 +o00 | —oo | FI
—o0 ) +00 —o0 | o0 | FI
0 0 0 FI FI 0

3. Si de plus, v, ne s’annule pas & partir d’un certain rang, u, /v, admet pour limite :

[ on\tun [AER [AERE [ +oo [ —c0 | 0 |

[neRi | 5 [ 4 [Hoo[-oco] 0]
ueR: % % —00 | +oo | O
+o0 0 0 FI FI 0
0" +o0 —00 400 | —oo | FI
0~ —0o0 +o00 —o0o | +oo | FI

Démonstration : Nous allons montrer I’'un des points de chaque propriété. Les autres se traitent de fagon analogue.

Vésale Nicolas VH


http://lyceehugobesancon.org/prepaslvh/

Page 120/265 2025 — 2026

1. Montrons le premier point de la premiére propriété. Soit € > 0 fixé. Par définition :
€

2

€

et Ini € N,Vn = ni, |u, -l < 5

Ing € N,Vn = no, |un — 1] <

Pour que ces deux propriétés soient vraies en méme temps, on prend n > no = max(nog,n1). Alors :
[+ 0n) = (1) < fun =1 + o = U] < e

On en déduit que u, +v, — [+1.

n——+oo
2. Supposons maintenant que (un)nen tend vers A € R} et que (vn)nen tend vers 0. Alors (un)nen converge donc
est bornée donc (|un|)nen est majorée, c’est-a-dire :

IM eRL,VnEN,  |ua| < M.

Fixons maintenant € > 0. En prenant « € = ¢/M » dans la définition, on a :

€
Ing € N,Vn = no, |un| < U

11 suffit alors de multiplier les deux inégalités (constituées de réels positifs) pour conclure :
€
Y = no, |un X vp — 0] = |un| X \vﬂgﬂ x M =e.
On en déduit que un, X v, —> 0.

n——+oo

3. Terminons en supposant que (un)nen tend vers A € R et que (vn)nen tend vers 0". Alors comme (tn)nen tend
vers A > 0, par la remarque précédente :

Ing € N,Vn =2 no, un = A/2.
Enfin, comme (v,)nen tend vers 07, si M € R est fixé, par définition :

dni € N,Vn > nq, O<'Un<Aﬁ/2.

Il reste alors & multiplier les deux inégalités, constituées de réels positifs, pour conclure :

Un, M
Vn > max(no,n1), o > A/2 % e = M.
On en déduit que uy, X v, —> —oo0.
n——+oo
|
Exemple(s) 92 :
92.1 Considérons la suite réelle définie par :
u =0, VYneN, upt1= —u2 —1.

Montrons par I’absurde que (un)nen ne converge pas. Si elle convergeait vers [, alors en passant a la limite dans
I’égalité la définissant : I> + 1+ 1 = 0. Mais cette équation a un discriminant strictement négatif, elle n’a donc
pas de solution réelle. Absurde!

92.2 Montrons qu’aucune des suites définies par :
vn €N, wu,=cos(n) et wv,=sin(n)
ne converge. Pour ceci, commencons par remarquer que :
cos(n+ 1) 4+ cos(n — 1) = 2 cos(1) cos(n)
donc si (uy,) converge, alors sa limite vaut 0 car cos(1) # 1. Mais
cos(n+ 1) — cos(n — 1) = —2 sin(n) sin(1),
donc comme sin(1) # 0, (vy) converge vers 0 lorsque n tend vers +oco. Mais enfin, I’égalité
cos®(n) + sin’(n) =1

implique en passant a la limite 0 = 1. Absurde!
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7.2.6 Théorémes de comparaison

Propriété(s) 7.2.42 : (Passage a la limite dans les inégalités.) Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites. On suppose que

Up — v, — 1 et que:
n—-+o0o n—-+4o0o

YneN, u, <v, Alors 1<,

Démonstration : Supposons par 1’absurde que ! > I’. Alors la suite (un — vn)nen admet pour limite [ — 1’ > 0. Elle
est donc strictement positive a partir d’un certain rang, ce qui implique u,, > v,. Absurde!

|
Remarque(s) 55 : 1. Attention! Cette propriété n’est vraie que avec des inégalités larges. En effet,
1 . . 1
Vn>1, — >0 mais lim —=0<0.
n n—+oo N

2. Dans cette propriété, il faut que les suites (un)nen €t (vn)nen admettent des limites.

Exemple(s) 93 :

93.1 Soit (un)nen une suite du segment [a, b]. Supposons que un, —+> l. Alors | € [a,b]. En effet, il suffit de passer
n——+oo
& la limite dans les inégalités : a < u, < b.

93.2 Lorsque la suite est définie par :
ug € [a,b] et VYn €N, wupi1 = f(un)
lorsque 'intervalle [a, b] est stable par f, c’est-a-dire :
Vz € [a,b], f(z) € [a,b],

alors comme dans I’exemple précédent (un,)nen une suite du segment [a, b].
Démonstration : On procéde par récurrence. Pour n = 0, up € [a,b]. Soit maintenant N € N fixé et
supposons que uy € [a, b]. Alors en choisissant © = ux dans la définition de la stabilité, u,+1 = f(un) € [a,b].
L’hérédité est donc vraie ce qui implique par principe de récurrence que :

VneN, wu, € [a,b].

|
En particulier, si u,, converge vers [, [ € [a, b].
93.3 La limite d’une suite positive est positive; celle d’une suite négative est négative.
Propriété(s) 7.2.43 : Supposons que u, — +oo et Vn €N, u, < v, alors v, — +o0.
n——+oo n—-+oo
Démonstration : Soit A € R. Alors par définition,
dno e N,Vn > no, un=>A
mais alors, v, > un > A donc v, —> —oo.
n—-+oo

|

Remarque(s) 56 : 1. Sauriez-vous énoncer et prouver une propriété analogue pour —oo ?

2. La force de cette propriété est qu’elle permet de prouver que la suite (vn)nen admet une limite lorsque n tend
vers +o00. La valeur de cette limite est un bonus agréable...
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Exemple(s) 94 :
94.1 La suite un, = (2 +sin(n)) x n tend vers +oo lorsque n tend vers +oco. En effet :
VneN, (2+sin(n)) xn>=n
et lim wu, = +oo.

n——+oo
94.2 On considére la suite définie par :

u =1, VYneN, upt1 =vVn+ tn.
Alors, comme une racine est toujours positive, pour tout entier naturel n, u, > 0 donc :
Vn € N, Un+1 > \/’71

par théoréme de comparaison, on en déduit que u,, tend vers +oo lorsque n tend vers +oo.
94.3 On considére la suite définie par :

n
1
vn € N¥, Un:Z—.
k=1 \/%
alors :
2.1
Vn € N¥, UHEZ—Z\/E
= vn
donc lim wv, = 4o0.
n——+oo

94.4 Par une étude de fonctions, pour tout entier naturel n, la fonction f(z) = tan(z) — x est bijective sur I, =
|—7/24+nm,7/2+ nx| a valeurs dans R. Elle s’annule donc en un unique point z, :

Jz, € I, tan(zy) = zn.
Par définition, pour tout entier naturel n :

™
xn2—§+n7r — +o0.

n—-+oo

donc (zn)nen tend vers +oo lorsque n tend vers +oo.

15 -

12 14 16

Théoréme 7.2.10 (dit des gendarmes) : Soit (un)nen €t (Wn)nen deuz suites qui tendent vers le méme
réel I. On suppose que la suite (vn)nen vérifie :

VneN, wu, <v, < wp.

Alors (vn)nen converge vers | lorsque n tend vers +o0o.

VH
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Démonstration : Soit € > 0. Comme (un)nen €t (wn)nen tendent vers le méme réel I,

Ing € N,Vn 2 no, |un—1<e et Ini € N,Vn>n1, |, —1I <e

En particulier, pour n > no = max(no, n1) :

—e<Up — I <y —I<wn —1<e

c’est-a~dire |v, — I| < €. La suite (vn)nen converge donc vers [ lorsque n tend vers +o0o.

Exemple(s) 95 :

95.1 Considérons la suite définie par :

Alors, pour tout n non nul :

n
donc par le théoréme des gendarmes, lir_'r_l Un = 0.
—

95.2 On considére la suite (u,) définie par :

1
u =1, VYneN, upt1 = 3 sin(un).

Remarquons que pour tout n, 0 < u, < 1. De plus, par I'inégalité « géométrique » de la fonction sinus,

1
Vn €N, wupy1 < 5 Un

donc par une rapide récurrence :
1 1
Vn € N, Ogungﬁxuozz—n.
Le théoréme des gendarmes permet alors de conclure : a suite (u,) tend vers 0.

95.3 On pose :

n

1
k=1
Alors :
" 1 n
0<s, <S5+ .
\Zn2+12 n2 4+ 1

k=1
donc par le théoréme des gendarmes, S, tend vers 0.

95.4 On considére maintenant pour n > 1 ’équation :
3
2 +nxr—1=0
alors, la fonction f,(z) = 2 + na — 1 est dérivable sur R, de dérivée :

VreR, fi(zx)=32"+n>0

La fonction f,, est donc strictement croissante donc injective et elle admet de plus f,(0) = —1 et fn(1/n) =
1/n* > 0. Donc :
Vn € N*, 3z, € [0,1/n], 3 fnz, —1=0.
On en déduit :
1

Vn € N*, ngngg.

Donc par le théoréme des gendarmes : z,, tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
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7.3 Quelques généralités sur R.

7.3.1 Majorants, minorants, bornes supérieures, inférieures

Soit A un sous-ensemble de R. Comme lorsque 'on a travaillé avec les fonctions réelles a valeurs réelles, On dit que :

Définition 7.3.31 : 1. Le réel M est un majorant de A si : Vo € A, x < M,
2. Le réel m est un minorant de A si : Vo € A, x> m,

3. On dit que A est magjoré si il admet un magjorant, minoré si il admet un minorant et borné si il admet un majorant
et un minorant,

4. Le réel My est un maximum de A si c’est un majorant de A et si My € A,

5. Le réel mg est un minimum de A st c’est un minorant de A et si mg € A.

Remarque(s) 57 : 1. Comme dans le cas des fonctions, si un ensemble admet un maximum ou un minimum, celui-ci
est unique. il est donc légitime d’écrire :

max(A) resp. min(A)

pour le maximum (resp. le minimum) de l’ensemble A si il existe.

2. Certains ensembles n’ont ni maximum ni minimum, comme Z, ’ensemble des entiers relatifs, il faut donc toujours
prouver qu’un tel élément existe avant de le considérer.

Exemple(s) 96 :
96.1 Soit I un intervalle de R de la forme :
I =la,b), (a,b)€R?

alors, I est minoré (par a — 1) et majoré (par b+ 1), il admet un maximum : max(/) = b mais pas de minimum.
Ce résultat se généralise sans difficulté a tous types d’intervalles.

96.2 Cependant, tout ensemble fini admet un maximum et un minimum. Ceci implique en particulier que
tous les ensembles non vides bornés de Z admettent toujours un maximum et un minimum.

Définition 7.3.32 : Soit A un sous-ensemble de R. Notons ML l’ensemble des majorants de A et M_ [’ensemble
des minorants de A :

My={MeR, VeeA z<M} M_={meR, VreA m<uz}

1. On dit que A admet une borne supérieure st M4 admet un minimum. On pose alors sup(A) = min(M.y).

2. On dit que A admet une borne inférieure si M_ admet un mazimum. On pose alors inf(A) = max(M_).

Remarque(s) 58 : 1. Pour retenir facilement cette définition, on dit souvent que la borne supérieure est, si elle
existe : «le plus petit des majorantsy et la borne inférieure est, si elle existe : «le plus grand des minorants».

2. On peut légérement généraliser cette définition, si A est non vide, non majoré on dit que sup(A) = +oo et si A
est non vide, non minoré, inf(A) = —oo.

Exemple(s) 97 :

97.1 Soit a et b deux réels. Considérons I'intervalle : I = [a, b[. Alors I’ensemble de ses majorants est : My = [b, +00[
et ’ensemble des minorants : M_ =] — 00, a]. Le premier admet un minimum : b et le deuxiéme un maximum :
a. L’intervalle I admet donc une borne supérieure et une borne inférieure :

sup(I) =b, inf(J) =a.

Ceci se généralise aisément a n’importe quel intervalle.
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Dans la suite, on admettra le résultat suivant

Un sous-ensemble I de R est un intervalle si et seulement si pour tout a < b éléments de I, [a,b] C I.

Théoréme 7.3.11 (de la borne supérieure) : Soit A un sous-ensemble non vide et majoré de R. Alors
A posséde une borne supérieure. De méme, si A est non vide et minoré, il posséde une borne inférieure.

Démonstration : Supposons A non vide, majoré. Alors, si 'on note M, l’ensemble de ses majorants, c’est un
ensemble non vide (car A est majoré), minoré (car A est non vide). De plus, si a < b sont deux majorants de A,
tout réels de lintervalle [a, b] est également un majorant de A. L’ensemble M est donc un intervalle de R. Notons
b = Inf(M). Alors, pour tout n € N, b+1/2" est un majorant de A. Donc par passage a la limite dans les inégalités,
b est un majorant de A. Donc b = min(M ). L’ensemble A admet une borne supérieure.

|

7.4 Théorémes avancés de convergence

7.4.1 Théoréme de la limite monotone

Théoréme 7.4.12 (de la limite monotone) : Soit (un)nen une suite croissante. Alors :
1. Si elle est magorée, elle converge.

2. Sinon, elle tend vers +oo lorsque n tend vers +oo.

Démonstration :

1. Soit (u,) une suite croissante non majorée. Soit A € R. Comme (u,) n’est pas majorée, il existe un entier ng tel
que up, > A, mais alors, comme (u,) est croissante, pour tout entier supérieur ou égal a no ;

Un 2“77.0 > A

La suite (un) tend donc vers +o0.

2. Soit (un) une suite croissante et majorée. Alors I’ensemble
A={un, nen}

est non vide, majoré. Il admet donc une borne supérieure, que ’on appelle [. Soit € > 0; par définition de la
borne supérieure, [ — ¢ < [ donc ce n’est pas un majorant de A. Il existe donc no € N tel que :

Ung =1 — €
Comme la suite (un) est croissante, pour tout n > ng :
Un 2 Uny 2| —€

mais [ est un majorant de A donc u, < 1. On en déduit 0 <! — u, < € donc |u, — | < €. La suite (u,) converge
donc.

Remarque(s) 59 : 1. Bien entendu, on peut énoncer un théoréme analogue pour une suite décroissante. Si elle est
minorée, elle converge et sinon, elle tend vers —oo lorsque n tend vers +oo.

2. Notez que dans tous les cas, (un)nen tend vers sup({un, n € N}) lorsque n tend vers +oco.

Exemple(s) 98 :

1. qui est trés difficile & prouver et méme impossible sans construire « proprement » R.
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98.1 On définit :
YneN', H,=

k=1

Alors, (Hp)nen« est croissante : pour tout entier naturel n, Ho41 — Hp, =

précédents, (Hyp)nen+ converge ou tend vers +oo. Mais :

2n

. 1.2 1 1
VneN*, Hop— H,= Z Z> Z 3n =75

k

k=n+1 k=n+1

1

n+1

2

> 0. Donc, par les théorémes

Dong, si (Hp)nens convergeait vers [, par passage a la limite dans cette inégalité : 0 =1 — [ > 1/2. Absurde!

Donc :

H, = Z% —  +o00.
k=1

n——+oo

98.2 On considére la suite définie par :
Yn € N*,  wu, = H, — In(n)

On remarque que, pour n > 2 par l'inégalité « géométrique » du logarithme :

un—un,1:l—ln(n)—ﬁ—ln(n—l):l—i—ln (1—l> <
n n n

1
n

1
n

=0.

La suite (un) est donc décroissante. De plus, toujours par 'inégalité géométrique du logarithme : pour tout entier

k supérieur ou égal 4 1, + >1In (14 ) = In(k + 1) — In(k), donc :

n

un > Y (In(k +1) = In(k)) = In(n) = In(n + 1) — In(n) > 0.

k=1

La suite (un) est donc décroissante, minorée par 0, elle converge donc. On note? :

7.4.2 Application aux suites récurrentes

Pour étudier une suite définie par :
u ER et YneN, unt1 = f(un),

ou f est une fonction dérivable on peut :

1. Etudier la fonction f et en effectuer la représentation graphique. Y ajouter la droite y = .

2. Etudier le signe de la fonction définie par g(z) = f(z) — .

Le dessin fait nous permet de conjecturer des résultats sur des limites éventuelles de la suite (uy)nen et ces deux études se

traduisent par des propriétés qui nous permettent de prouver les conjectures faites. Plus précisément :

Propriété : ‘ Quantification pour u, : ‘ Lien avec f et g :
I est stable Vn e Nyu, € 1 fi)cI
(un)nen est croissante Vn € Nyupt1 = f(un) = un g(z) =0
(un)nen est décroissante Vn € Ny tunsy1 = fun) < un g(z) <0
I est une limite potentielle de (un)nen l=fQ g(l)=0

Exemple(s) 99 :

99.1 On considére maintenant la suite définie par :

'LL2
U € [0, 2], Un+1 = Zn +1

Montrons que u, tend vers 2. Commengons par remarquer que un+1 = f(un) avec f(x) = % + 1.

2. On ne sait que peu de choses de la constante v, appelée constante d’Euler-Mascheroni :

d’un rationnel ou non.

par exemple, on ne sait pas si il s’agit
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u(n+1)

u(n)

(a) la fonction f est clairement croissante et f(0) =1 >0, f(1) = 2 < 2. L’intervalle [0, 2] est donc stable par
f, c’est-a~dire que si z € [0, 2], f(z) € [0,2]. On en déduit :

VYneN, wu,€]0,2]
(b) Etudions maintenant le signe de g(x) = f(x) — « pour z € [0,2]. Ici :

2 2 2
x ¥ —4dzx+4  (z-2)
g(x) 4—|—1 T 1 1 >0

La suite (un)nen est donc croissante.
(¢) Le suite (un)nen est croissante, majorée par 2, elle converge donc. Notons I € [0, 2] sa limite. En passant a

2
la limite dans l’expression up4+1 = “T” + 1, on trouve I = f(I). Il reste a résoudre I’équation pour trouver [ :

(1-2)

1€10,2], f()—l=0<= 1

=0=1=2

Finalement, u, — 2.
n—-+oo

99.2 Considérons maintenant la suite définie par :

ug € [-1,400[, Unt1 = Vun + 1.

(a) Etudions le signe de g(z) = f(z) —z. On a®
Ve e [-1,4+00], Ve+l-z<0<=a+1<a’ < z¢€[p +ool.

(b) La fonction f est croissante sur les intervalles [—1, ¢] et sur [p, +o0[. De plus, f(—1) =0et f(¢) =¢. Ona
donc deux intervalles stables :

[1,¢] et [p,+oo].

On en déduit deux cas :

3. On rappelle que ¢ = # Pour obtenir la derniére équivalence, il faut faire deux cas, suivant si « est positif ou négatif...
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i. si wp € [—1,¢], pour tout n, un € [—1,¢] et (un) est croissante. Elle est croissante majorée donc
convergente. Notons [ € [—1, ¢] sa limite. En passant a la limite dans la formule qui la définit, on a alors :

l=g(l)=1l=¢

donc dans ce cas, u, —
n—-+oo
ii. siuo € [p, +oo[, pour tout n, u, € [p, +oo[ et (u,) est décroissante. Elle est décroissante minorée donc
convergente. Notons | € [p, +00[ sa limite. En passant a la limite dans la formule qui la définit, on a

alors :
l=g(l)=l=¢

donc dans ce cas, u, —
n——+oo

On en conclut : dans tous les cas : u, —
n——+oo

99.3 Soit (un) une suite vérifiant :
2
up > 2, VneN, unﬂz%—&—l.

Montrons que u, tend vers +oo. Pour ceci, on reprend les résultats de 'exemple précédent ; on a un+1 = f(un)

donc :
(a) f est strictement croissante sur ]2, 4+o00[, f(2) = 2 donc intervalle ]2, +00[ est stable par f. On en déduit :

VneN, wuy, €]2, 400l

(b) f(x) —x > 0 sur ]2, 4oo[ donc (un)nen est croissante.
(¢) par la propriété, (un)nen converge vers une limite ! ou tend vers +o0; en éliminant la premiére possibilité,

nous aurons la deuxiéme. Supposons par absurde que (un)nen converge vers une limite . Alors en passant
2
a la limite dans 1'égalité : uny1 = “* +1, on a:
I=fl)=1=2 ou I=-2
ce qui est impossible! En effet, u, > uo > 2 donc en passant a la limite lorsque n tend vers +oo, [ > ug > 2.

On en déduit u, —+> +o0.

n—r-+oo

On utilise parfois les suites extraites pour montrer qu’une telle suite converge. Par exemple, on a :

‘ Si (u2n)nen €t (U2n+1)nen convergent vers la méme limite [, alors (un)nen converge aussi vers [.

Démonstration : Soit € > 0. Alors :

Ing € N,Vn = no, |uzn —I|<e et Ini eN,Vn>=ni, |uznt1 —I|<e

Dong, si n > max(2no,2n1 + 1) il y a deux cas :
1. Sin est pair, n = 2k et alors k > ng et donc |up — | = |ugr — 1] <€

2. Sin est pair, n =2k + 1 et alors k > n1 et donc |un — 1| = |uges1 — | <€

dans tous les cas, |un, — | < e.
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Exemple(s) 100 :

100.1 Considérons la suite définie par :

1

:07 = -
o Ut = 1 0w,

Commengons par remarquer que si 'on pose f(z) = I'intervalle [0, 1] est stable par f. Faisons maintenant

une dessin :

_1
1+2a°

0.8 - 1

0.6 - B

u(n+1)

0.2 - |

u(n)

...qui nous suggere d’étudier les suites (u2n)nen €t (u2n+1)nen. Remarquons que, si vy, = uz2pn €t Wy = U241
alors :

Unt1 = f(f(vn)) et wntr = f(f(wn))

On est alors ramené qu cas précédent pour la fonction fi(x) = f(f(x)). Comme f est décroissante, fi est
croissante et comme [0, 1] est stable par f, il 'est aussi par fi. De plus :

1 _1_72x27x+1
2; - +1 7 2z+3

2x+1

g9(z) = fi(z) —z =

La fonction g est donc positive sur [0, 1/2], négative sur [1/2,1] et s’annule en x = 1/2. De plus, ces intervalles
sont stables par fi car fi est croissante. Donc :

(a) Comme up =0 € [1,1/2], (u2n)nen est croissante, majorée par 1/2 donc elle converge. Et sa limite est un
point d’annulation de g donc elle converge vers 1/2.

(b) Comme ui = f(uo) = 1 € [1/2,1], (u2n)nen est décroissante, minorée par 1/2 donc elle converge. Et sa
limite est un point d’annulation de g donc elle converge vers 1/2.

Finalement, (u2r,) et (u2n+1) admettent la méme limite : %, on en déduit :

N | =

Un —
n—-+oo

100.2 Considérons la suite définie par :

u =0, Upt1 =V1—un
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u(n+1)

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

u(n)

alors :

UQnZO — 0 et UQn+1:1 — 1.

n—-+oo n—-+oo

La suite (un)nen ne converge donc pas (on parle de 2-cycle).

Remarque(s) 60 : 1. Fondamentalement, la différence entre ces deux exemples et les précédents est que, dans ce

cas, le fonction f est décroissante, alors que dans les premiers, elle était croissante sur l'intervalle stable considéré.

2. Le fait que les suites (u2n)nen €t (U2nt1)nen sont monotones dans ce cas est général, mais méme si cette
information est intéressante, elle ne permet pas de conclure : elles pourraient converger vers des limites différentes

(comme dans le deuxiéme exemple).

7.4.3 Un peu de poésie

Les deux théorémes de ce paragraphe sont hors programme.

Théoréme 7.4.13 (du soleil levant) : Toute suite réelle admet une sous-suite monotone.

Démonstration : (idée de la) On considére le graphe de la suite dans N x R, que ’on imagine éclairé par un soleil
rasant par la droite. On considére I'ensemble des « sommets » qui voient le soleil *. Si ils sont infinis, ils définissent
une suite extraite décroissante. Si ils sont finis, on va au-dela du dernier vers la droite et ’on prend le premier
élément a 'ombre, il est forcément caché par un sommet, qui est lui aussi & 'ombre, en réitérant ce procédé, on

construit ainsi une suite extraite croissante.

Théoréme 7.4.14 (Bolzano-Weierstrass) : De toute suite bornée on peut extraire une sous-suite

convergente.

Démonstration : Par le théoréme précédent, elle admet une suite extraite monotone et bornée, donc convergente.

Exemple(s) 101 :

101.1 En particulier, la suite (cos(n))nen admet une suite extraite convergente.

4. on peut le quantifier : {un, Vp>n,un > up}

VH

Vésale Nicolas


http://lyceehugobesancon.org/prepaslvh/

2025 — 2026 Page 131/265

7.4.4 Suites adjacentes

Définition 7.4.33 :  Soit (un)nen €t (Vn)nen deuz suites réelles. On dit qu’elles sont adjacentes si :

1. (un)nen est croissante, 2. (vn)nen décroissante, 3. (un — Vn)nen converge vers 0.

Remarque(s) 61 : On a alors :

VnEN, Un <Un~

En effet, dans le cas contraire, on aurait : 3ng € N, un, > vn, donc, par la monotonie des deux suites, pour n > ng :
Un 2 Ung > Ung 2 Un

ce qui contredit que (un — Un)nen converge vers 0.

Théoréme 7.4.15 : Soit (un)nen et (vn)nen deux suites adjacentes. Alors elles convergent vers la méme
limite.

Démonstration : Par ce que l'on vient de remarquer, comme (vy,) est décroissante :
VneN, u, <v,<bo

la suite (un) est donc croissante, majorée, donc elle converge. Si I’on note [ sa limite, comme (un — Vn)nen converge
vers 0, v, = upn — (un - vn) converge aussi vers la méme limite.

Exemple(s) 102 :

102.1 Considérons la suite définie, pour n € N* par :

Alors :
(a) Pour tout n € N* :
1
Son —Sopg1=—— — 0
T a0 T L e
(b) De plus, pour tout n € N* :
1 1
- <
VZnt2 V2ntl

SQ (n+1) — SQn -

(c) Enfin,
1 1
- >0
V2nT3  Vanto

Les suites (S2n)nen et (S2n+1)nen sont adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite. Donc (Sy)nen
converge.

102.2 Soit x € R. On pose :

S2 (n41)41 — S2nt+1 =

_ w107

To1om

On appelle (d,,)nen la suite décimale d’approximations par défaut de = et d;, = d,, + 107" la suite décimale
d’approximations par excés de z. Montrons qu’elles sont adjacentes et qu’elles convergent vers x.

vneN, d,

(a) Pour tout n € N, on a
[10"z] < 10"z < 10" z] + 1

donc en divisant ces inégalités par 10", d, < = < dn, + 107" = d,. Donc x — d,, tend vers 0 puis d, et d,
tendent vers x lorsque n tend vers 4oco.
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(b) Commengons par remarquer que, si y € R,

ly] <y<lyl+1=10]y] <y <10|y] +10 donc 10|y] < [10y] <10[y|+9

on en déduit que (dy)nen est croissante et que (d;,)nen est décroissante car :

1
T 107+

1

dn-ﬁ—l*dn = W

(10" 2] —10[10"2]) >0 et dnyi—d, ([10"*' 2] — (10 [10™ 2] +9)) <0

(c) Par définition, d;, —d,, = 107" — 0. Les suites (dn)nen et (d},)nen sont donc adjacentes.

n——+oo

Une conséquence souvent utile de cet exemple est que :

Tout réel x est la limite d’une suite de rationnels.

7.5 Suites complexes

Commencgons par remarquer que, comme le symbole < n’a pas de sens dans les complexes, les notions de monotonie n’ont
pas de sens pour les suites complexes. On peut cependant « sauver » une notion similaire : on dit qu’une suite (un)nen
(complexe) est bornée si (Jun|)nen est bornée au sens réel.

Définition 7.5.34 : Soit (un)nen une suite complexe. On dit que (un)nen converge versl € C si :

Ve > 0,3no € N,Vn > no, |un —1] <e

Remarque(s) 62 : 1. Notez que la seule différence avec la définition pour les suites réelles est que la valeur absolue
est devenue un module.

2. Comme pour les suites réelles, une méthode efficace pour montrer qu’'une suite complexe converge est de montrer

que la quantité |u, — | tend vers 0 lorsque n tend vers 400, c’est d’autant plus utile ici que cette suite est alors
réelle!

3. Contrairement au cas réel, il n’existe pas de notion de suites convergeant vers +oo.

4. Récapitulons : les notions suivantes, pour les suites complexes :

ont du sens ‘ n’ont pas de sens
converge, bornée, suite extraite, | croissante, décroissante, monotone,
stationnaire, constante. majorée, minorée, tend vers t+oo.
Exemple(s) 103 :
103.1 La suite définie par :
et
vneN", u,=
n
tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. En effet :
1
lup =0l == — 0
n n—+oo

Il existe une deuxiéme fagon de relier les suites complexes aux suites réelles, via les parties réelles et imaginaires :

Proposition 7.5.12 : Soit (un)nen une suite complexe. Alors :

U, — l=a+ib<= |[Re(un) — a et Im(u,) —> b|.

n——+oo n—-+oo n——+oo
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Démonstration : Le point clé de cette preuve sont les inégalités suivantes (faites un dessin!). Si z =z + iy € C,
alors :

lz| < lzl, lyl <lzl, 2] <l + [yl
Procédons maintenant par double implication.

1. Supposons que : up, —> l=a-+ib. Alors:

n——+oo

| Re(un) — al = |Re(un — )| < |un —1] — 0O

n—-+oo
on en déduit que : Re(un) *)_F a et de méme que Im(uy) *)_'_ b.
n—-—+00 n—-+0o0o

2. Réciproquement, si l’on suppose que :

Re(un) — a et Im(un) — b

n—-+oo n—-+o00
alors :
|un — ] < |Re(un — )] + | Im(un — )| = | Re(un) — a| + | Im(un) — b oy 0
n—-+oo
donc up, — l=a+1ib.
n——+oo
|
Remarque(s) 63 : 1. En particulier, grace a cette proposition, on en déduit que la limite d’une suite complexe, si

elle existe, est unique.
2. Des théorémes d’opérations sur les limites réelles, on en déduit également les mémes théorémes sur les limites
de suites complexes.

Exemple(s) 104 :
104.1 Soit ¢ € C et (un)nen la suite suite géométrique de raison ¢ et de premier terme ug =1 :
vneN, u,=q".
Alors :
(a) silgl <1, un e 0,

(b) si g =1, la suite (un)nen est constante, égale a 1,
(c) dans tous les autres cas, (un)nen diverge.

Démonstration : Supposons que |g| < 1. Alors :

lun — 0] = [¢"[ = lg|" — 0.
n—-+oo

Ce qui montre que uy j) 0. Le deuxiéme cas est immédiat. Supposons maintenant que |g| > 1 et ¢ # 1.
n—-+00
Alors, si 'on suppose par absurde que la suite (u,) converge vers [ :
Yn €N, Upt1 =¢qX up

donc en passant a la limite dans cette égalité | = ¢ x [, donc comme ¢ # 1, | = 0. Absurde! Comme |q| > 1,

|un| = 1 pour tout entier naturel n.
|

104.2 En particulier, pour tout 6 €]0,2 7| la suite définie explicitement par :
inx0

vneN, u,=c¢€

est divergente !

104.3 Cherchons une éventuelle limite de la suite définie par up quelconque et :

7
un+1::"un'+1~

2
Il s’agit d’une suite arithmético-géométrique. Cherchons-en une formule explicite.
(a) On résout z = %z +1, ce qui donne z = =5 = 2 x (i + 2).
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(b) On pose alors pour tout entier naturel n, v, = up — . on a :

7
VneN, vy = 5 X Up.

Le suite (vn)nen est donc géométrique, de raison % Donc pour tout entier naturel n, v, = (%)n X Vg
(¢) On en déduit :

Vn € N, un:anrx:(%) X vg + .

il suffit alors d’utiliser ce qu’on vient de voir : comme |i/2| =1/2 < 1,

n——+oo

. n 2
un:(f) Xvg+xT —> ngx(i—&—Q).

104.4 Déterminons les suites complexes (zn)nen convergentes qui vérifient la relation de récurrence :
Vn €N, zpyo— (144) X 2n41+4 X 2, =0.
Une telle suite est une suite récurrente linéaire d’ordre deux. Son équation caractéristique :
22 —(1+i)xz4+i=0
Dont les deux racines sont :
z1 =1 et zo=1.

Si une telle suite complexe vérifie cette relation de récurrence, il existe donc deux uniques complexes C' et D tels
que :
YneN, z,=C+Dxi".

Si une telle suite converge, alors ses suites extraites (u4n) €t (uan42) aussi, donc C + D = C — D ce qui
implique D = 0. Donc si une suite complexe vérifie cette relation de récurrence et converge, elle est constante,
et réciproquement, il est clair qu'une suite constante vérifie cette relation de récurrence et converge.

104.5 Considérons la suite définie par :

n

" 1 1
20 € C 5 Zn4+l = = (Zn + :) .
2 Z

Remarquons que, si zn = pn X €', alors :
1 1 i
Znt1 =7 | pn+— | Xe .
2 Pn
On en déduit que, si zo = pxe*? alors pour tout entier n, on a (a condition de vérifier qu’il existe) : z,, = pn X et
ol (pn)nen est la suite réelle définie par :

1 1
po=p>0, VneEN, ppp1=—- (PnJrf).
2 Pn

tho(n+1)

De plus, si on définit pour 2 € R% la fonction f par f(z) =1/2 x (x+1/z), on a f'(x) =1/2 x (1 —1/z?), on
en déduit :
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(@) \ | /

L’intervalle [1, +o0[ est donc stable par f et pour n > 1, p, € [1,4o00[. En particulier, ceci prouve que la suite
(2n)nen est bien définie. De plus :

1—22

2x <0

Vo € [1,400], f(z)—ax=

La suite (pn)n>1 est donc décroissante. Elle est de plus minorée par 1, elle converge donc vers une limite I.
Comme f est continue, on a alors f(I) =1 donc ! = 1. Finalement :

et I’on en déduit :

Vésale Nicolas VH


http://lyceehugobesancon.org/prepaslvh/




2025 — 2026 Page 137/265

Chapitre 8

Arithmétiques

8.1 Arithmétique dans N

8.1.1 Divisibilité, nombres premiers

Définition 8.1.35 : Soit (a,b) € N2. On dit que a divise b et on écrit alb ou encore que b est un multiple de a si :

dceN, b=ac

Exemple(s) 105 :
105.1 1 divise tous les entiers naturels, 0 est un multiple tous les entiers naturels.
105.2 sin € N, 2 divise n +n* = n (n + 1) car un des deux entiers naturels successifs n et n + 1 est pair.

105.3 si n est impair, 8 divise n? — 1. En effet, on peut écrire n = 4k + 1 ou n = 4k + 3, ol k est un entier naturel.

Et alors :
n?—1=A4k+2)4k=8k(2k+1) resp. n®—1=A4k+4)(4k+2) =8 (k+1)(2k+1).
S—— —_—
eN €N

Propriété(s) 8.1.44 : Soit (a,b,c,d) € N*. On a :

1. [a]b et blc] = alc, 3. [alb et c|d] = ac|b,d
2. [alb et al| = a|(b+c) 4. [alb et blal]=a=0

Démonstration : Montrons le premier point. Les autres se montrent de méme. Si a divise b et a divise ¢, alors :
3(d,e) € N?, b=ad et c=ae.
On en déduit : b+ ¢ =a(d+e), avec d + e € N. D’ou a|(b+ ¢).

Définition 8.1.36 : Un nombre premier p est un entier naturel qui admet exactement deuz diviseurs : 1 et lui-méme.

Remarque(s) 64 : 1. Il est souvent utile de savoir quantifier « n n’est pas un nombre premier ». On dit dans ce
cas que n est décomposé et on le quantifie par :

3(]77‘])6[[27”_1]]27 n=pxgqg.
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2. On peut méme étre plus précis : si un entier naturel n est décomposé, il admet au moins un diviseur inférieur ou
égal & n. Pour trouver I’ensemble des nombres premiers inférieurs & un certain entier, une méthode est d’utiliser
le crible d’Eratosthéne :

213 5 7
11 13 17 19
23 29

31 37

41 43 47
53 59

61 67
71 73 79
83 89

97

Son principe est simple :

(a) on écrit la liste des entiers naturels de 2 & n dans un tableau

(b) on parcourt le tableau par 'ordre croissant des entiers en effectuant ’opération : & chaque fois qu’on tombe
sur un entier non barré, on barre tous ses multiples dans le tableau

(c) les nombres non barrés dans le tableau n’ont pas de diviseur inférieur ou égaux a leur racine et sont donc
des nombres premiers.

Exemple(s) 106 :

106.1 Un entier naturel de la forme n> —1 (n € N*) est premier si et seulement si n = 2. En effet, dans le cas contraire :
n"—1= (n—1) x(n+1)

———
#1 car n#2

donc n? — 1 est décomposé.
106.2 Nombres premiers de Mersenne : nous allons montrer que :
Si un entier naturel de la forme 2" — 1 est un nombre premier, alors n est un nombre premier.

Démonstration : L’idée est de raisonner par contraposée. Supposons que n est décomposé. Alors :

Ap.q) € [2n—1]°, n=pxgq.
Donc, par la formule de Bernoulli :
q—1
2" —1=(2")71-17= (2" —1) x> _(2")".
————
#1 car p#1

Donc 2" — 1 est décomposé.
|
Malheureusement, la réciproque est fausse : 2'* —1 = 23 x 89. La quasi-totalité des plus grands nombres premiers
connus sont de cette forme. Le plus grand nombre premier connu & ce jour est :

82 589 933
2 -1

Sa primalité a été démontrée le 7 décembre 2018.

8.1.2 Décomposition en produit de facteurs premiers
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Le raisonnement par récurrence forte repose sur le principe que, pour montrer P(n) pour tout n, il suffit de :
1. Montrer P(0) (initialisation)

2. Montrer que si, pour tout entier N, la propriété est vraie pour tout entier k inférieur & N, alors elle 'est aussi
pour N + 1 (hérédité)

Propriété(s) 8.1.45 : Tout entier naturel supérieur a 2 admet un diviseur premier.

Démonstration : Procédons par récurrence forte sur n :
1. initialisation : si n = 2 alors 2 est un nombre premier qui divise 2
2. hérédité : soit N un entier naturel et supposons que pour tout entier k£ inférieur ou égal & N, k admette un
diviseur premier. Alors, soit N + 1 est un nombre premier et c’est terminé, soit il s’écrit comme produit de deux
entiers naturels strictement inférieurs différents de 1 : N+1=mn1 Xn2, 1 <n1 < N+1,1 <na < N+1 et alors
par hypothése de récurrence appliquée a n1, il est divisible par un nombre premier donc N + 1 aussi.
|

Remarque(s) 65 : 1. L’ensemble des nombres premiers P est donc infini.

Démonstration : Supposons par 'absurde qu’il est fini. Alors il admet un plus grand élément ng. Mais alors
I’entier naturel :

N = no! +1
admet un diviseur premier py par ce qu’on vient de voir, qui est inférieur ou égal & ng. Le nombre premier

po divise donc N — ng! = 1, ce qui est absurde.
|

2. Il ne faut pas interpréter cette preuve comme un algorithme de construction de nombres premiers. Cependant,
en la poussant un peu plus loin, elle contient une information supplémentaire : il existe des suites arbitrairement
grandes de nombres décomposés : n! + 2, n! + 3,--- ;n! + n. Il semble donc que, méme si ils sont infinis, les
nombres premiers peuvent étre trés « rares »...

Théoréme 8.1.16 (de décomposition en produit de facteurs premiers) : Soit n € N*. Notons P
lensemble des nombres premiers. Alors il existe une unique famille d’entiers naturels (vp(n))pep tous
nuls sauf un nombre fini tels que :

_ (n)
n = H p’P\ ™,
pEP

Démonstration : Existence : On prouve l'existence par récurrence forte sur n : si n = 1, c’est clair, si I’'on suppose
que la décomposition existe pour tout n < N alors, soit NV + 1 est premier, et sa décomposition est alors claire, soit
il admet un facteur premier ¢ tel que N + 1 = g X n avec n strictement inférieur & N et il suffit alors d’écrire la
décomposition en facteurs premiers de n pour obtenir celle de N + 1.

Unicité : Admis.

Exemple(s) 107 :
107.1 On a : 260 = 22 x 5! x 131,

8.1.3 Division euclidienne, plus grand commun diviseur, plus petit commun multiple

Théoréme 8.1.17 (division euclidienne) : Soit (a,b) € N?, b # 0. Il ewiste des uniques entiers naturels
q (le quotient) et r (le reste) tels que :

a=bxq+r r<b.
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Démonstration : Existence : il suffit de prendre ¢ = [ % ]. Unicité : supposons qu'il existe quatre entiers naturels g,
q, retr tels que :
a=bxqg+r r<b et a=bxqg +r 1 <b

Alors b x (¢ —¢') =r — 7', mais —b < r —r’ < b et le seul multiple de b dans cet intervalle est 0 donc r — 7' =0 et
on en déduit r =’ puis ¢ = ¢'.
|

Exemple(s) 108 :
108.1 @ =60, b =84 : 60 =0 x 84 4 60,
108.2 a =720, b =252 : 720 = 252 x 2 + 216.

Définition 8.1.37 : Soit a et b deux entiers naturels. Soit d € N. On appelle plus grand diviseur commun de a et b
Uentier naturel :
PGCD(a,b) =max({d € N, dla et d[b}).

Remarque(s) 66 : 1. Un tel entier naturel existe toujours car 1 divise toujours a et b et 'ensemble des diviseurs
communs & a et b est borné,

2. On appelle de méme plus petit commun multiple de a et b la quantité :
PPCM/(a,b) = min({m € N*, a|lm et bm}).
3. La décomposition en facteurs premiers peut permettre de calculer le PGCD et le PPCM de deux entiers naturels

non nuls. Soit (n,m) € N* et si :
n=TLp"™, m=]]p™
peEP pEP
alors :

PGCD(n,m) = [ p™Croet™) et PPCM(n,m) = ] pmevrtmer(m),
peEP peEP

4. On déduit immédiatement de ces deux formules la formule :

‘V(n, m) € N>,  PGCD(n,m) x PPCM(n,m) =n x m. ‘

car, pour tous réels z et y : max(x,y) + min(z,y) = = + y.
Pour certains entiers, il est facile de calculer leur PGCD :

Exemple(s) 109 :
109.1 PGCD(1,n) =1,
109.2 PGCD(0,n) =nsin € N*.

En général, on dispose de l'algorithme d’Euclide :

Algorithme d’Euclide :
On cherche le PGCD de a et b :

1. On pose ap = a et by = b et, tant que by # 0
2. on effectue la division Euclidienne de ax par by :

ar = br X qx + 7k,

et on pose ax+1 = bk, bpgr1 = 7%

le PGCD de a et b est le dernier reste non nul de division Euclidienne.

VH Vésale Nicolas


http://lyceehugobesancon.org/prepaslvh/

2025 — 2026 Page 141/265

Il s’agit de montrer que cet algorithme s’arréte et produit bien le résultat désiré :

1. L’algorithme s’arréte car, par définition de la division Euclidienne, pour tout k :
bry1 < b

et il n’existe pas de suite d’entiers naturels strictement décroissante

2. L’algorithme donne le bon résultat car, pour tout k :
PCJC’D(G}C7 bk) = PGCD(ak+1, bk+1).

Démonstration : 1l suffit de remarquer que ’ensemble des diviseurs positifs de ay et by est le méme que celui de
ak+1 €t bpt1. En effet, si d divise ax et by, il divise aussi ax41 = bi et byy1 = ar — bi X qi et réciproquement, si

d' divise ak+1 €t bgyi, il divise aussi by = ar+1 et ar = ar+1 X gk + b1
[ |

3. La suite (PGCD(ax, bx)) est donc constante, en particulier, si 'on numérote ko la derniére étape de l’algorithme :

PGCD(a,b) = PGCD(ao, bo) = PGCD(any, bry) = PGCD(bk,,0) = by,

Exemple(s) 110 :

110.1 On a:
403 = 91 x4+ 39
91 = 39x2+13
39 = 13x3+4+0

donc PGCD(403,91) = 13.

110.2 On a :
404 = 91 x4+440
91 = 40x2+11
40 = 11 x3+47
11 = Tx1+4
7 = 4x1+3
4 = 3x1+1
3 = 1x3+0

donc PGC'D(404,91) = 1.

8.2 Arithmétique dans K[X]
8.2.1 Divisibilité, irréductibles

Rappelons que K[X] désigne ’ensemble des polynémes a coefficients dans K. Cet ensemble est muni des mémes opérations
que les fonctions polynomiales : sommes, produits, composition, dérivation. Rappelons de plus que, si P est non nul, on
peut ’écrire :

n
_ n _ k
P=a, X +---+a0—kZ_OakX
#0 =
ol n est son degré et ao,...,an € K ses coefficients. De plus, on pose : | deg(0) = —o0 |.
Propriété(s) 8.2.46 : Soit (P,Q) € K[X]?. Alors :

1. deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q),
2. deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) avec égalité si deg(P) # deg(Q).

Remarque(s) 67 : Ces formules restent vraies aussi si P ou @ est nul, en posant, si a € NU {—o0} :

max(—o0,a) =a, et —oo+4a=—o0.
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Démonstration : Nous traiterons le seul cas non trivial : celui cas ot P et () sont non nuls. On peut supposer que
p =deg(P) > ¢ = deg(Q) :

P=a,X?+ --+a0 Q=bX"+---+bo
1. On a, en développant le produit degré par degré :

PxQ=uapby XPT 4 ... 4 agbo
——
#0
donc deg(P x Q) =p+gq
2. De méme, si p est strictmeent supérieur a q :
P+Q= ap X'+ - +ag1 X + (ag +bg) X?+ -+ ao + bo
~
#0

donc deg(P + Q) = p = max(deg(P),deg(Q)) et sip=gq:

P+Q=(ap+by) XP+---+ao+bo
N——
£07?
donc deg(P + Q) < p = max(deg(P), deg(Q)).

Définition 8.2.38 : Soit A et B deux polynémes. On dit que A divise B et on note A|B si :

IPeK[X], B=AP
Remarque(s) 68 : 1. La divisibilité pour les polyndmes partage certaines propriétés avec celle des entiers :
(a) [PIQ et QIR = P|R (b) [PIQ et PIR]= P|(Q+R) (c) [P|Q et R[S]= PQIRS

2. Rappelons enfin cette propriété essentielle, vue au chapitre sur les complexes : si P € K[X], a € K. Alors :

P(a) =0 < (X —a)|P.

Les irréductibles sont aux polynémes ce que les nombres premiers sont aux entiers naturels. Il y a malheureusement une
subtilité lorsqu’on essaye de généraliser la définition : les polynémes constants. Par exemple :

1 1
X_§><2X_§><3X.

Définition 8.2.39 : Un polynéme P non constant est dit irréductible si :
V(A,B) € K[X], P=AxXB= A ou B est constant .

Un polynome qui n’est pas irréductible est dit décomposé.

Exemple(s) 111 :
111.1 Tous les polyndémes P de degré 1 sont irréductibles.

111.2 Un polynéme réel de degré deux est irréductible s’il est de discriminant strictement négatif. En effet, s’il se
décomposait, ce serait comme produit de deux polynémes de degré 1, qui auraient chacun une racine.

111.3 Un polynéme P € K[X] de degré supérieur ou égal & 2 qui admet une racine a € K n’est pas irréductible : il est
divisible par X — a.
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111.4 La réciproque est fausse dans le cas réel : le polyndéme réel P = (X2 + 1)2 n’est pas irréductible mais n’admet
pas de racine réelle.

Rappelons de plus le résultat essetiel :

Théoréme 8.2.18 (d’Alembert-Gauss) : Tout polynéme de compleze non constant admet une racine
complexe.

Remarque(s) 69 : Les irréductibles de C[X] sont donc les polynémes de degré un.

Propriété(s) 8.2.47 : Soit z € C une racine de P € R[X]. Alors Z est racine de P.

Démonstration : En effet, si :
n

0=P(2) = Z)\k 2" alors 0= P(z) = A Z" = P(2).
k=1

k=1 _7

Remarque(s) 70 : Les seuls irréductibles de R[X] sont donc : les polyndmes de degré 1 et ceux de degré 2 de
discriminant strictement négatif.

Démonstration : Nous avons déja vu que ces polyndmes sont irréductibles. Réciproquement, si P est un polynéme
de degré supérieur ou égal a deux irréductible, il admet une racine z € C par le théoréme de d’Alembert-Gauss. Si
z € R, (X — z) divise P et il n’est donc pas irréductible. Donc z € C\ R donc d’aprés la propriété précédente, zZ est
une autre racine de P. Mais alors :

X% —2Re(2) X + |2 = (X —2) (X —2)|P

ce polynoéme est de degré deux, & discriminant strictement négatif car il n’a pas de racine réelle donc irréductible.
Donc P, qui est aussi irréductible est un multiple de ce polynéme par une constante, donc un polynéme de degré
deux & discriminant strictement négatif.

|

8.2.2 Décomposition en produit de facteurs irréductibles

Comme dans le cas des entiers naturels on a pour les polynémes des théorémes de décomposition en produit de facteurs
irréductibles.
Théoréme 8.2.19 (décomposition en produit d’irréductibles) : Tout polynéme de K[X] non
constant s’écrit comme un produit de polynémes irréductibles.

Démonstration : Par récurrence forte sur le degré de P.

Remarque(s) 71 : 1. Notez que ce théoréme en contient en fait deux :

(a) Dans le cas complexe, les polynémes irréductibles sont ceux du premier degré donc la décomposition s’écrit :
p
P=« H(X — al)ml
i=1

ol « est la coefficient directeur de P, a1, a2, ...,ap ses racines et on dit que my, ma, ..., mp sont les multi-
plicités respectives de ses racines.

(b) Dans le cas réel, les ploynémes irréductibles sont ceux du premier degré et du second degré donc la décom-
position s’écrit :

P=a«a

.

q
(X —a)™ [[(X*+a; X +8)",
=1

=1
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ol ol « est la coefficient directeur de P, a1, as,...,a, les racines réelles de P, mq,ma, ..., mp, leurs multi-
plicités et et pour tout j € [1,¢q] n; € N, 04]2- —48; <0.

(c) Dans ces versions concrétes, comme nous avons choisi les polynémes irréductibles unitaires, la décomposition
en produit d’irréductibles est clairement unique.

2. Revenons sur les multiplicités. Un polynéme P est dit scindé si son degré est la somme des multiplicités de ses
racines. Clairement, tout polynéme complexe est scindé. Un polyndme réel, lui, est scindé si et seulement si il
n’a que des racines réelles. On dit également qu’il est & racines simples si les multiplicités de ses racines sont
toutes égales & un.

3. Si un polynéme P est scindé et unitaire, alors en développant sa décomposition en produit d’irréductibles :

P=X"—-SX" '4...4(-1)"P

ou S est la somme de ses racines et P le produit.

Exemple(s) 112 :

1121 X* = X2 -2 =(X?-2)(X?4+1) = (X —v2) (X +v2) (X? +1) ce polynéme n’est pas scindé mais est a racines
simples.

112.2 On considére le polynome :
P=X"+X’+2X°+X +1

dont on nous indique qu’il admet i comme racine complexe. Alors il admet aussi 4 comme racine complexe donc
il est divisible par X% 4+ 1. On en déduit : P = (X2 + 1) (X% + X +1).

112.3 Pour trouver la décomposition réelle de X™ — 1, il est bon de se souvenir de la représentation graphique des

racines de I'unité. Le nombre de racines réelles dépend de la parité de n. Si n est impair, 1 est 'unique racine

réelle et si n est pair, il y en a deux : 1 et —1. De plus, dans tous les cas, & une racine complexe e » du
. L. . . , . P . _2ikm

demi-plan supérieur strict correspond son conjugué complexe dans le demi-plan inférieur strict : e n» et :

2ikm _2ikm

(X—e » )(X—e n ):X2—2cos<21

kx

)X+1.

On a donc :

n—1
X" —1=(X-1)(X+1) [[(X*=2 cos (

=1

2+l 1 _ (v 2 2ikm
- )X—i—l)etX 1=(X-1)[](x zcos( X+1).

ik L
Pt 2n+1

=

8.2.3 Division euclidienne

Définition 8.2.40 : Soit (A, B) € K[X]?, B # 0. Alors il existe deux uniques polynomes Q (le quotient) et R (le
reste) tels que :

A=Q x B+ R, deg(R) < deg(B).

Démonstration :
1. wunicité : supposons qu’il existe Q, Q’, R, R’ deg(R) < deg(B) et deg(R’) < deg(B) tels que :
A=QxB+R e A=Q xB+R.
Alors :
Q-Q)xB=R -R

mais dans cette égalité, le terme de gauche est de degré supérieur ou égal a deg(B) sauf si Q — Q' = 0 et celui de
droite est de degré strictement inférieur & celui de B. Le seul cas possible est donc Q — Q' = 0 ce qui implique
Q=Q puis R=R.
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2. existence : on procéde par récurrence sur le degré de A. Si A = 0, il suffit de prendre A = R = 0. Traitons
Ihérédité. Si A est degré n, de coefficient dominant a, # 0 alors si deg(B) > deg(A) il suffit de prendre Q =0
et R = A. Sinon, B est de degré m < n et de coefficient dominant b,, # 0. Le polynéme :

A’:A—Z—"X”_m x B
est de degré inférieur ou égal & m — 1 et on peut alors lui appliquer ’hypothése de récurrence il existe Q' et R’
deux polyndémes, deg(R') < deg(B) tels que A’ = Q' x B + R’ et finalement :

A:A’+;L”X"—mx3: (Z—"X"_M+Q’> xB+R

=Q

Exemple(s) 113 :

113.1 Calculons le reste de la division euclidienne du polynoéme X" + X + 1 par le polynéme (X — 1)2. Par le théoréme,
le reste de la division euclidienne est de degré strictement inférieur & 2 donc il existe deux uniques réels a, et b
et un polynéme @ tels que :

X"+X4+1=Qx(X-1)°+aX+b.
En appliquant en X = 1, on en déduit a+b = 3 puis en dérivant une fois puis en appliquant en X =1:n+1 = a.

Le reste est donc :
(n+1) X+ (2—n).

113.2 On peut se servir de telles divisions euclidiennes pour calculer des puissances de matrices a condition d’en
connaitre un polynéme annulateur. Par exemple, si

-2 -2 1
M=|-2 1 =2
1 -2 =2

on vérifie facilement que P = (X — 3) (X + 3) est annulateur de P. Puis, en appliquant la méthode de ’exemple
précédent, on trouve la division euclidienne :

. 3n (23" 3n 4 (—g)n
X" = (X —3)(X +3)Q+ é )" x4 3 (23)
et donc : " N " N
Mr =3 ’é’g) M43 +;’3) Is.

8.2.4 Polynomes dérivés

Définition 8.2.41 : On appelle polynome dérivé du polynéme :

n n
P= Zak xX* le polynome : P = Z k ax Xkt
k=0

k=0

Remarque(s) 72 : 1. Dans le cas des polynémes a coefficients réels, on retrouve la dérivation de la fonction po-
lynomiale P(z), dans le cas complexe, c’est une nouveauté : on ne sait pas dériver une fonction définie sur
C,
2. toutes les formules classiques de dérivation restent vraies pour les polynomes. En particulier :
(a) (P+Q) =P +Q';
(b) (PxQ) =P xQ+ P xQ (formule de Leibniz) ;
(c) (PoQ) =Q x P'oqQ.
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3. si P est non constant, ‘ deg(P') = deg(P) — 1 ‘

4. bien entendu, on peut dériver plus d’une fois un polynéme.

Théoréme 8.2.20 (formule de Taylor pour les polynémes) : Soit P € K[X]| un polynéme non nul,
n = deg(P). Alors pour tout a € K,

n_ plk)
P=Y" P k!(“) (X —a)*
k=0

Remarque(s) 73 : 1. Comme dériver un polyndéme de degré n plus de n fois Pannule, cette formule reste vraie pour
en remplagant n par tout entier naturel supérieur ou égal a n.

2. De ce point de vue, la formule reste vraie pour un polynéme nul.

Démonstration : On procéde par récurrence sur n. Si n = 0, le résultat est clair. Supposons-le vrai pour n € N
fixé. Alors, si P est de degré n + 1, P’ est de degré n et donc par hypothése de récurrence :

~ P(kﬂ)(a)

/
P= E!

(X —a)*
k=0

mais alors, par définition de P’ :
P Zn P<k 1>(a)
0 (k + 1)!

k=0

( _ )k+l
ol ap est le coeflicient constant de P. Mais en évaluant cette quantité en a : ap = P(a) ce qui achéve de montrer
I'hérédité.
|
Une des utilisations des polynomes dérivés est la caractérisation de la multiplicité d’une racine :

Propriété(s) 8.2.48 : Soit P un polynéme non nul et a une racine de P. Alors la multiplicité de a pour P vaut m
si et seulement si :

Pa)=P'(a)=---=P" V(a)=0 et P"(a)#£0.

Démonstration : La multiplicité de a pour P vaut m si et seulement si :
(X —a)™|P et (X—a)™" JP.

Mais par la formule de Taylor, la division Euclidienne de P par (X — a)™ s’écrit :

" p#)(g = T
p=(x—aym 3 T (x oo 3 @ e

k=m k=0

=Q le quotient =R le reste

Donc (X — a)™|P si et seulement si R = 0, en d’autres termes :

P(a)=P(a)=-=P™ Y@ =0
De plus, dans ce cas, par le méme raisonnement, la division euclidienne de P par (X — a)™"* vaut :
. n P(k) a e P(m) a .
P=(X-a"™" > k!( )(X—a)’“ 1jt#()(—a) .
k=m+1

=T le reste
=S le quotient

donc (X —a)™*! [P si et seulement si T' # 0 ou encore si et seulement si P{"™ (a) # 0.

Exemple(s) 114 :
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114.1 On considére le polynéme :
P=X"-5X"+14X°-22X* +17X — 5.

Alors 1 est racine évidente de P et P(1) = P'(1) = P”(1) = 0 mais P"/(1) = 24 # 0. Donc 1 est de multiplicité
3 pour P, que l'on peut donc factoriser par (X — 1)3. Une division euclidienne donne alors :

P=(X-1°(X*-2X +5)

ce qui est sa décomposition en produit d’irréductibles dans R[X].

114.2 On considére, pour n € N :

Alors P est scindé dans C. Soit a € C 'une de ses racines. Si P'(a) = 0, a™/n! = 0 donc a = 0 ce qui est absurde!
0 n’est pas racine de P. Donc P est scindé & racines simples.
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Chapitre 9

Espaces vectoriels

9.1 Notion d’espace vectoriel

9.1.1 Premiéres définitions

Dans ce chapitre, nous noterons K les corps R ou C.

Définition 9.1.42 : Soit E un ensemble non vide, on dit que E est un K-espace vectoriel (ou un espace vectoriel sur
K) si:

1. Il est muni d’une opération interne !

, notée +, appelée addition qui vérifie :

(a) + est associative :

V(z,y,2) €E*, (z+y) +z=a+(y+2) Laty+e

(b) + posséde un élément neutre noté O (ou 0 lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité) :
Ve FE, x4+0g=0g+x==1
(c) Tout élément de E posséde un opposé :
VeeE,lyeE, c4+y=y+2=0g, on noteyN:Ot—:r

de plus, on note — l’opération :
V(z,y) € B a4 (-y) =z -y

(d) + est commutative :
V(z,y) € E*, s +y=y+a

2. Il est muni d’une opération externe , notée ., appelée multiplication par un scalaire qui vérifie :

(a) . est distributive par rapport & l'addition de E :
VA eK, V(z,y) € B>, Mz +y) = Az + Ay
(b) . est distributive par rapport & l’addition de K :
VO, p) e K3 Ve e B, (A +p).z = Aa+ pa
(c) . est distributive par rapport & la multiplication de K :
V() € K2, Vo € E, (A x p).x = A\ (u.x)

(d) L’unité du corps est respectée :
Vee E, lx =z

Les éléments de E s’appellent alors vecteurs et les éléments de K scalaires.

1. Cela signifie que si « et y sont dans E, alors 4+ y est dans E.
2. Cela signifie que si A est un scalaire (il est dans K) et si z est dans E, alors A.z est dans E.
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Propriété(s) 9.1.49 : Soit E un K-espace vectoriel. Soit + € E et A € K. On a :

Az =0g < (A=0k ouz=0g).

Démonstration :

1. Soit  un élément de E. Comme Ok est un neutre de K et . est distributive par rapport a ’addition de K, on a :
Ok.z = (Ox + Ok).z = Og.z + Ox.x
puis, en ajoutant —Ok.x, I'inverse de Ox.z des deux cotés de ’égalité :
0r = Ok.z + (—Ok.z) = (Ox.z + Ox.z) + (—Ok.2)
on conclut alors en utilisant ’associativité de ’addition de E :
Or = Ok.z + (Ox.z + (—Ok.x)) = Ox.x .

2. La preuve de ce point est trés similaire au point précédent. Soit A un élément de K. On utilise que Og est un
neutre de E et . est distributive par rapport a ’addition de E :

AOg = )\.(OE =+ OE) = A0g + A.Og,

puis, puis on ajoute —\.0g, 'inverse de A.0g des deux cotés de ’égalité et on conclut en utilisant I’associativité
de l'addition de E :

Og = \0g + (7A.0E) = (A.OE + A.OE) —+ (7A.0E) = \.0g.

3. La réciproque de cette implication est exactement les points 1. et 2.. Montrons le sens direct. Soit A un élément
de K et & un élément de E. Supposons que A.x = Og. Si A = Ok il n’y a rien & prouver. Sinon, en utilisant la
distributivité de . par rapport a la multiplication de K et que 1.x = x on a :

r=1lx=M\"x\N.a=0\")0g,

et donc par le point 2, x = Og.

|
Remarque(s) 74 : Si —z, l'inverse de x existe alors il est unique; il vaut (—1).z.
Démonstration : Siy et z sont inverses de z, alorsy=y+0p=y+ (z+2)=(y+z)+2=0+2=2.
Enfin, z + (-1).x =l 4+ (-1).x = (1+ (-1)). = 0g donc —z = (—1).z.
[ ]

Les ensembles suivants sont des K-espaces vectoriels :

Exemple(s) 115 :
115.1 K" est un K-espace vectoriel, de neutre Og» = (0, ...,0) (n fois).

115.2 De méme, M,, ,(K) est un K-espace vectoriel, de neutre 0, p.

115.3 Si X est un ensemble et si E est un K-espace vectoriel, alors

Not

F(X,E) = {f : X = E} est un K-espace vectoriel.

Démonstration : Nous allons prouver que F' = F(X, E) vérifie les axiomes des espaces vectoriels pour les
lois suivantes :

Vf,g€e F,Vx € X, (f +r 9)(z) := f(z) +£ g(z) (addition)
Vfe F,VAeK, (Arf)(z):= Apf(z) (multiplication par un scalaire).

La fonction f +F g est un élément de F, la loi +Fr est donc bien une loi de composition interne. Elle est
clairement associative et commutative car la loi +g ’est. Définissons 1’élément O par

Vz € X, Or(z) =0p.
C’est un neutre de F' car Og est un neutre de . On définit enfin pour une fonction f la fonction —f par

Ve € X, (—f)(z) == —f(z) (il y a une différence!).
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On vérifie alors aisément que — f est un opposé de f :
Ve e X, (=f)+r f)(@) = —f(z) +& f(z) = 06 = Or(z).

La fonction \.p f est aussi un élément de F', la loi .r définit donc bien opération externe de F'. Les propriétés
2. (a), (b), (c) et (d) de cette opération de F' découlent toutes directement de la définition des opérations et
du fait qu’elles sont vérifiées par celles de E. Montrons par exemple (b). Soient A et p des éléments de K et
f un élément de F. On a, pour tout = élément de X :

(A xw).rf)(x) = (A +x ). f(2),

mais .g est distributive par rapport a ’addition de K donc :

A Hrp).ef(x) =AXef(r)+E pef(z)

puis, par définition des lois +r et .5 :

Apf(@) +Eepef() = Arf)(z) +e (prf)(@) = Arf(@) +F prf)(@).

Ces égalités étant valables pour tous les z de X, on en déduit :
VA pu) eKVfeF: At+xp)rf=Arf+rprf.
|

115.4 De cet exemple, on déduit immédiatement que l’ensemble des suites de K est un K-espace vectoriel (prendre
X =N et E =K), de neutre la suite nulle.

Comme nous avons pu le voir il est long en général de montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel. Heureusement, nous
ne le ferons (presque) jamais en pratique grace a la notion de sous-espace vectoriel.

Définition 9.1.43 : Soit E un K-espace vectoriel et F' C E, on dit que F' est un sous-espace vectoriel de E si :
1. Og € F;
2. F est stable par + :V(z,y) € F2, z+y € F;
3. F est stable par . : Yz € F, VA€ K, Az € F.

Propriété(s) 9.1.50 : Si F' est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel E, alors c’est un K-espace vectoriel.

Démonstration : Remarquons (c’est le point essentiel) que par les points 2 et 3, 'addition et le produit extérieur
sont des opérations internes & F'. Pour vérifier les différents points de la définition d’un espace vectoriel, on peut
remarquer que pour presque tous, leur véracité pour tout élément de F implique celle pour tout élément de F'. Le
seul point non trivial est remarquer que si z € F alors, —z = (—1).z € F.

|

Exemple(s) 116 :

116.1 Tout espace vectoriel E admet pour sous-espace vectoriel F et {Og}. On les appelle les sous-espaces vectoriels
triviaux de E.

116.2 Attention & penser & vérifier qu’il s’agit d’un sous-ensemble avant de parler de sous-espace vectoriel. Dire que R
est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonctions réelles définies sur R n’a par exemple aucun sens!

116.3 On a les sous-espaces vectoriels de K" suivants :

(a) les droites du plan ont pour équation cartésienne :
axXxr+bxy=c;

ce sont des sous-espaces vectoriels de R? si et seulement si ¢ = 0, c’est-a-dire si elles passent par ’origine.
(b) les plans de I’espace ont pour équation cartésienne :

axXxxrx+bxy+cexz=d;

ce sont des sous-espaces vectoriels de R si et seulement si d = 0, c’est-a-dire s'ils passent par origine.

Vésale Nicolas VH


http://lyceehugobesancon.org/prepaslvh/

Page 152/265 2025 — 2026

(c) les droites de I'espace peuvent étre décrites comme U'intersection de deux plans non paralléles. Elles ont donc
pour équation cartésienne :

)

axz+bxyt+exz=d
a xx+b xy+cd xz=d

ce sont donc des sous-espaces vectoriels de R? si et seulement si (d,d") = (0,0), c’est-a-dire si elles passent
par lorigine.

(d) Plus généralement, ’ensemble des solutions d’un systéme d’équations linéaire a coefficients dans K

a1 XT1+a12 X T2+ Fa1,n X Tp =b1

a2,1 X T1+az2 X T2+ -+ azn X Tn = b2

ap1 X X1+ ap2 X T2+ -+ apn X Tn =bp

est un sous-espace vectoriel si et seulement si son second membre est nul. Ou encore si Ogn est solution du
systéme.
116.4 L’ensemble des matrices M, (K) posséde pour sous-espaces vectoriels :
(a) L’ensemble des matrices diagonales, triangulaires supérieures ou inférieures.
(b) L’ensemble des matrices symétriques, antisymétriques.
116.5 Concernant les sous-espaces vectoriels de F(X,K) :
(a) L’ensemble des fonctions continues est un sous-espace vectoriel de ’ensemble des fonctions a valeurs dans K.
Il en est de méme pour les fonctions dérivables, de classe C!, etc...

(b) L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire (du premier ou second ordre) est un sous-espace
vectoriel si et seulement si le second membre est la fonction nulle.

(¢) On note, pour n € N, K,[X] lensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n et a
coefficients dans K. Abusivement, on identifiera ces fonctions a leur formule, donc :

Kn[X] = {Zaka, (ao, ..., an) € K"“} .
k=0

C’est un sous-espace vectoriel de F (X, K).

Propriété(s) 9.1.51 : Soit E un K-espace vectoriel de F et F' C E. Alors F est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si :

1. F#£0 2. V(z,y) € FAVAEK, z+AycF.

Démonstration : Le sens direct est clair. Pour la réciproque, remarquons qu’il suffit pour retrouver la stabilité par
somme de prendre A\ = 1k et pour celle par le produit externe de prendre x = Og. Reste & montrer que Og € F.
Mais comme F' est non vide, il posséde un élément x et donc, par le deuxiéme point pour A= —let z =y :

z+(-1)x=(1-1).z=0g€F

ol 'on a utilisé la premiére régle de calcul de la propriété précédente pour la derniére égalité.

Exemple(s) 117 :
117.1 Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors F'N G est un sous-espace vectoriel de F.
Démonstration : Utilisons la propriété précédente. On a :

(a) Og € Fet 0g € Gdonc 0g € FNG d’ou FNG # 0.
(b) Soit (z,y) € FNG et A € K. Alors :
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i. (z,y) € F donc z+ Ay € F comme F est un ii. (z,y) € G donc z + A\.y € G comme G est un
sous-espace vectoriel de F sous-espace vectoriel de F

donc z + Ay € FNG.

Donc F'N G est un sous-espace vectoriel de E.
|

117.2 Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors F'U G est un sous-espace vectoriel de E si et seulement
siFCGouGCF.
Démonstration : La réciproque est claire. Montrons le sens direct. Si F'U G est un sous-espace vectoriel
de EF alorssi f € Fetge G, f+g € FUG car c’est un sous-espace vectoriel de E. Donc f 4+ g € F ou
f+ g € G. Puis, comme F et G sont des sous-espaces vectoriels, g = f+g—f€ Fou f=f+g—g€G.
Donc :
[feFetgeG)=[feGougeF]

D’ou, si F' n’est pas inclus dans G, il existe f = fo € F tel que fo ¢ G et par ce qu’on vient de voir, pour
tout g € G, g € F donc G C F.
|

9.1.2 Familles libres

Définition 9.1.44 : Une famille (ei)ic[1,n] de vecteurs de E est dite libre si :

VL2, A) €K"Y s =0p = Vi€ [Ln], X =0.
k=1

On dit alors que les vecteurs e1, ez, ..., e, sont linéairement indépendants. Une famille qui n’est pas libre est dite liée.

Remarque(s) 75 : 1. Pour montrer qu’'une famille n’est pas libre, il suffit de trouver une combinaison linéaire des
vecteurs eq, ea, ..., e, dont au moins un des coefficients est non nul qui donne le vecteur nul.

2. Sila famille (e;);ec1,n] est libre alors on peut identifier les scalaires dans les égalités qui les font apparaitre :
ZAk.ekZZﬂk.ek — Vk € [[1,711], Ak = Uk.
k=1 k=1

3. Clairement, toute sous-famille d’une famille libre est libre.

Exemple(s) 118 :
118.1 Deux vecteurs non nuls de ’espace ou du plan & et ¥ sont linéairement indépendants si et seulement si ils ne
sont pas colinéaires et liés sinon.

118.2 Le pivot de Gauss est un outil puissant pour montrer qu’une famille est libre. Par exemple, la famille :
{(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} est libre car :

a+b=0
at+tc=0 =—=a=b=c=0
b+c=0

mais la famille {(1,-1,0), (1,0, —1), (0,1, —1)} ne lest pas, car :
(1> _170) - (17 07 _1) + (07 1> _1) = (O’ 07 0)

118.3 La famille des matrices élémentaires est libre.
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118.4 La famille (X*)ycp1,n) de K[X] est libre, c’est une conséquence immédiate de I'unicité des développements limités
en 0.

118.5 La famille de fonctions cos, sin est libre. En effet s’il existe (a,b) € R? tels que :
Vz € R, a cos(z)+ bsin(z) =0

alors en prenant £ = 0, a = 0 puis en dérivant ’expression et en prenant x =0, b = 0.

118.6 La famille de fonctions définies sur R par :
fl@)=¢", glx)=€", h(z)=e""
est libre. En effet : s'il existe (a,b,c) € R? tels que :
Ve €R, af(zx)+bg(x)+ch(z)=0

alors : la fonction qui apparait est équivalente en +00 & ce®® donc ¢ = 0 et en —oo & ae” donc a = 0 puis en
prenant x = 0, b = 0.
118.7 Cependant, la famille de de fonctions définies sur R} par :

f(z) =In(z), g¢(z) =In(2z), h(z)=In(3z)
n’est pas libre. En effet :
vz € Ry, (In(2) —1n(3)) In(z) + In(3) In(2z) — In(2) In(3z) = 0.

Propriété(s) 9.1.52 : Une famille de polyndmes Pi, P, ..., P, est dite échelonnée si :
0 < deg(P1) < deg(P2) < --- < deg(Pr).

Toute famille échelonnée de polynomes est libre.

Démonstration : Soit A1, Az, ..., \, des scalaires tels que : A\1.Py + 2. P2+ -+ A\y. P, = 0. Si par Pabsurde, \,, # 0
alors par le cas d’égalité dans la somme de degrés :

—oo = deg(0) = deg <Z )\k.Pk> = deg(Pn)
k=1

Absurde! deg(P,) > 0. Donc A, = 0 et par une récurrence immeédiate, il en est de méme de tous les autres coefficients.
[ |

Exemple(s) 119 :
119.1 En particulier, pour tout a € K, la famille : 1, X —a, (X —a)?,..., (X — a)" est une famille libre de K, [X].

9.1.3 Espace vectoriel engendré, familles génératrices
Soit E un K-espace vectoriel. On appelle combinaison linéaire de (z,y) € E? tout élément de E :
Az 4wy, (\p) €K
Plus généralement, si x1,x2,...,x, sont des éléments de F/, une combinaison linéaire de ces éléments s’écrit :

S Memk=Aar+ Aom2 A+ Anwn (A Ao, M) €K

k=1

Dans la suite, on notera ’ensemble des combinaisons linéaires de ces vecteurs :

Vect(z1,Ta, ..., xn) = {ZAk.xk (AL, A2, .. M) € K”} .
k=1
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Exemple(s) 120 :
120.1 Le plan peut s’écrire Vect((1,0), (0, 1)), l’espace Vect((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).
120.2 Attention cependant : le plan peut aussi s’écrire Vect((1,0), (0,1), (1, 1))...

120.3 Si # et ¥ sont des vecteurs non nuls non colinéaires de R*, Vect(Z, %) est le plan passant par ’origine contenant
Tety:

120.4 si ces deux vecteurs sont non nuls et colinéaires, alors il s’agit de la droite passant par 1’origine et contenant z.

Proposition 9.1.13 : Soit e1,e2,...,¢e, des éléments de E alors Vect(z1,x2,...,2Tn) est le plus petit sous-espace
vectoriel de E qui contient x1,%2,...,xn. On Uappelle espace vectoriel engendré par 1,22, ..., Tn.

Démonstration : 1l y a deux choses a prouver :
1. C’est un sous-espace vectoriel :
(a) Og € Vect(z1,22,...,2n) : il suffit de prendre A1 = Xa =--- =X, =0
(b) stabilité par la somme : si A1, A2, ..., An €t p1, 2, ..., un sont des éléments de K alors :

n

;)\k.xk + ;uk.xk = Z (Ak + Mk) Tk

k=1
€K
(c) stabilité par le produit externe : si A1, A2,..., A, et A sont des éléments de K, alors :
<k1 k:1$

2. 11 s’agit du plus petit tel sous-espace-vectoriel : si F' est un espace vectoriel contenant zi, xz,...,zn, alors par
stabilité par les lois il contient toutes les combinaisons linéaires des ces éléments, donc :

Vect(z1,x2,...,2n) C F.

|
Remarque(s) 76 : 1. Le deuxiéme point de la proposition est souvent utile a exploiter. Par exemple, si 1, z2, ..., Zn
sont des éléments de ’espace vectoriel F' alors :
Vect(xl, X2, ... ,xn) Cc F.
2. Ce dernier point est en particulier utile si y1,y2, . . ., yp sont des combinaisons linéaires des vecteurs 1, z2,...,Tn

donc appartiennent & I’espace vectoriel engendré par ceux-ci :

Vect(y1, Y2, - - ., yp) C Vect(z1,x2,...,Tn).
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Définition 9.1.45 : Soit g1, g2,...,gn des éléments de E. On dit que la famille (gi);cp1,n] est génératrice de E si :

E = Vect(g1, 92, ..-gn)

Remarque(s) 77 : En d’autres termes, la famille (g:);c[1,n] est génératrice de E est génératrice de E si et seulement
si on peut écrire tout élément de ' comme combinaison linéaire d’éléments de la famille.

Exemple(s) 121 :
121.1 La famille {(0,1), (1,1)} est génératrice du plan II, en effet :

(1,0) = (=1).(0,1) + 1.(1,1) et (0,1) =1.(0,1) +0.(1,1)

donc II C Vect((0,1), (1,1)) C Vect((1,0),(0,1)) =1I
121.2 La famille {(0,1), (1,1),(1,2)} est donc aussi génératrice du plan.
121.3 Trois vecteurs de ’espace sont générateurs si et seulement si ils ne sont pas coplanaires.

121.4 La famille {(1,-1,0),(0,1,—1),(1,0,—1)} n’est pas génératrice de l'espace. En effet, ces trois vecteurs sont
contenus dans le plan d’équation :
z+y+2=0
donc tout vecteur de ’espace qui n’est pas dans ce plan n’est pas contenu dans ’espace vectoriel engendré par
ces trois vecteurs

121.5 L’ensemble des matrices diagonales D, de M, (K) s’écrit :

d 0 - 0 1 0 - 0 0 0 - 0 0 0 - 0
0 do o 0o 0 . o 0o 1 .o 0 0
2 =d1. +do. + -+ dn.
: . .0 S 0 S 0 R ¢
0O -+ 0 dn o --- 0 0 o --- 0 O o --- 0 1
Donc D,, = Vect(E;;, i € [1,n]). La famille des matrices élémentaires { E1,1, Fa 2, . . ., En n } est donc génératrice.

121.6 L’ensemble des solutions sur R de I’équation différentielle homogéne :
y// + y — 0

est S = {t € R— C x cos(t) + D sin(t), (C,D) € R*} = Vect(cos, sin) donc la famille {cos, sin} est génératrice
de cet espace vectoriel.

121.7 L’ensemble des suites complexes vérifiant le relation de récurrence :
YneN, upt2 —3upnt1 +2u, =0

est § = {C(an)nen + D (bn)nen, (C,D) € (Cz} avec pour tout n, a, = 1™ = 1 et b, = 2". Donc S =
Vect((1)nen, (2" )nen). Une famille génératrice de 'ensemble des ces suites est donc {(1)nen), (2" )nen)}-

9.1.4 Bases

Définition 9.1.46 : Soit e1, ez, ...,e, une famille de vecteurs de E. On dit que cette famille est une base si elle est
libre et génératrice.

Les bases suivantes sont dites canoniques ; ce sont celles que ’on utilise le plus souvent :
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Exemple(s) 122 :

122.1 Dans K", la famille des vecteurs :

Vk € [1,n], ex=(0,...,0,1,0,...,0)

le 1 au rang k

est une base de K".
122.2 L’espace vectoriel K, [z] a pour base (X*)rc[o,n]-

122.3 Dans M, x(K) la famille de matrices élémentaires (E: ;) (s, )e[1,n]x[1,m] €St une base.

Définition 9.1.47 : Si B = (ex)recq,n] st une base de E alors par définition :
Vo€ E, (Ao, 0) €KY, m=) Mex
k=1

on appelle la famille (Ax)req1,n] les coordonnées du vecteur x dans la base B.

Exemple(s) 123 :
123.1 Dans la base canonique de K", les coordonnées du vecteur (z1,z2,...,Zn) sont (z1,Z2,...,Tn).
123.2 Dans la base canonique de K, [X], les coordonnées de P = Z ar X* sont (ao, a1,...,an).

k=0
123.3 Dans le sous-espace vectoriel de M, (K) constitué des matrices diagonales, les coordonnées de la matrice :

d 0 -~ 0
0 do

: . -0
0 --- 0 dn

dans la base (Ej,i)ic[1,n] sont (di,dz,...,dn).

123.4 On considére la plan P d’équation = + y + z = 0. La famille (1,0,—1), (1,—1,0) est génératrice car tout
vecteur (z,y, z) de ce plan peut s’écrire (z,y,2) = z.(1,0, —1) +y.(1, —1,0). Et elle est clairement libre. De plus,
(2,—1,—1) € P. Calculons ses coordonnées dans la base (1,0,—1), (1,—1,0). On a :

(2,—-1,-1) = 1.(1,0,—1) 4 .1(1, —1,0)

ses coordonnées sont donc (1,1).
123.5 Par la formule de Taylor-Young, si P € K,[X] :

VP € Ku[X], P= i P<Z(“) (X — )",

k=0

La famille (X —a)*/k!, k € [0,n] est donc libre et génératrice. C’est une base de K, [X]. De plus, les coordonnées
de P dans cette base sont : (P(a), P'(a), P"(a),--- , P"™(a)).

Théoréme 9.1.21 (de la base incompléte) : Soit (I1,l2,. .., ) une famille libre de E et (g1, 92, - --,9p)
une famille génératrice de E non nul. Alors il est possible de compléter cette famille libre a l’aide
d’éléments de la famille génératrice en une base de E, c’est-a-dire :

g < p,3(ik)keqi,q € [L, 2% (lsl2y .o lny Giss Gins - - - Giy) €St une base de E.

Démonstration : Nous allons commencer par prouver un lemme : si (I1,12,...,ls) est une famille libre de E et
g ¢ Vect(l1,l2,...,1,), alors (I1, 12, ..., s, g) est encore une famille libre de E. En effet : 8’il existe (A1, A2,..., An, A) €
K™+ tels que :

> Ml + g =0g

k=1
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Alors, si A # 0, on aurait :
n

g= Z—ﬁ.zk € Vect(ly,la, ..., 1)

A
k=1
ce qui est supposé faux! Donc A = 0, puis par liberté de la famille (I1,12,...,l,), A1 = X2 =--- = A, = 0.
Nous pouvons maintenant prouver le théoréme. Considérons g ’entier naturel maximal tel que qu’en en considérant
des éléments g;y, i, - - -, gi, de la famille génératrice,

11712,---7ln,g7j17giz,~~~7giq

soit une famille libre. Alors, si par 'absurde, cette famille n’était pas génératrice :

VeCt(l17l27 e '7l7l7gilvgi27 s 7giq) g VeCt(gl7927 R 7gp)

Donc il existerait iq4+1 € [1,p] tel que :

Gigi1 ¢ Vect(ll,lg,. . .,ln,gil,giz, .. ,giq)

la famille
llvl27' . 'al’ﬂ7g’il7g’i27 e 7g’iq7g’iq+l

serait alors libre par le lemme, ce qui contredit la maximalité de ¢. La famille est donc une base.

Un cas particulier de ce théoréme est celui dans lequel la famille libre n’a aucun élément :

Théoréme 9.1.22 (de la base extraite) : Soit (g1,92,...,9p) une famille génératrice de E non nul.
Alors il est possible d’extraire une base de cette famille génératrice, c’est-a-dire

g < p,3(ik)keqr,q) € 11,01, (Girs Gio, - - -+ 9i,) est une base de E.

Exemple(s) 124 :

124.1 Bien souvent, on compléte une famille libre par des éléments d’une base canonique. Par exemple, la famille
{(1,1,0),(1,1,1)} est libre, et en la complétant par un élément de la base canonique, {(1,1,0),(1,1,1),(1,0,0)}
est une base.

124.2 Dans R?, la famille {(1, —1,0), (0,1, —1), (1,0, —1)} est liée, il ne s’agit donc pas d’une base du plan
IT = Vect((1, —1,0), (0,1, —1), (1,0, —1)).

Mais la famille extraite {(1,—1,0), (0,1, —1)} est une base de F.

9.1.5 Dimension finie

Définition 9.1.48 :  Un espace vectoriel E est dit de dimension finie s’il admet une famille génératrice (finie).

Remarque(s) 78 : 1. K", K,[X], M, ,»(K) sont de dimension finie.

2. Par le théoréme de la base extraite, F est de dimension finie si et seulement si il admet une base (finie).

Théoréme 9.1.23 (lemme d’échange de Steinitz) : Soit l1,ls,...,l, une famille libre de E et
g1,92, - - -, gm une famille génératrice de E. Alors n < m et quitte a permuter les vecteurs de la fa-
mille génératrice, la famille :

ll,lg,...,ln,gn+1,...,gm

est génératrice de E.
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Démonstration : Procédons par récurrence sur n € N. Si n = 0 il n’y a rien & montrer. supposons le théoréme vrai

pour n € N fixé et supposons que l1,l2, ..., s, ln+1 est une famille libre de E et g1, g2, . . ., gm une famille génératrice
de E. Par hypothése de récurrence, comme Iy, l2, ..., 1, est libre n < m et quitte & permuter les vecteurs de la famille
génératrice,

l17l23 . -7ln,gn+17- <y 9m
est génératrice de E. En particulier, il existe des scalaires A1,..., A\, tels que :

Adr+ Aedo + -+ Apldn + )\n+1~gn+1 +--+ >\m~gm = ln+1~

si par 'absurde A1 = -+ = Ay, = 0 alors la famille l1, 12, ..., 1, lh4+1 serait liée. Absurde! Au moins 'un de ces
scalaires est donc non nul et quitte & permuter les vecteurs de la famille génératrice, on peut supposer Ap41 # O.
Mais alors : N N N
1 n m
n+l1 = — ll__ ln+ln 1 — gn+2 — 0 — -gm
It An+1 An+1 * n+1 It >\n+1 g

on en déduit :
Vect(l, ...y lnylnt1, gng2y - - s gm) = Vect(l1, ..., lny gnt1,- .-, gm) = E

la famille l1,...,ln, lnt1, Gnt2, - - -, gm est donc génératrice (et en particulier m > n+ 1), ce qui achéve la preuve de
I'hérédité et donc la preuve du théoréme.
|

Remarque(s) 79 : En particulier, si G une famille génératrice et £ une famille libre de E. Alors :

\ Card(L) < Card(G). \

Proposition 9.1.14 : (définition de la dimension) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes
les bases de E ont le méme nombre d’éléments. On appelle ce nombre dimension de E et on le note dimg (E).

Démonstration : Soit Bi et Bz deux bases de E. Alors comme B1 est libre et By est génératrice donc Card(B1) <
Card(B2) par le lemme de Steinitz et 1’égalité s’obtient par symeétrie.
|
En utilisant les bases canoniques, on en déduit :

Exemple(s) 125 :

125.1 dimg(K") = n,

125.2 dimg (K, [z]) = n +1,

125.3 dimg (M x(K)) =n x k.

125.4 Si (e1,e2,...,en) est une famille libre de E, alors : dimg Vect(e1, ez2,...,en) = n.
125.5 E est de dimension 0 si et seulement si E = {0g}

125.6 Un espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite vectorielle et un espace vectoriel de dimension 2 plan
vectoriel. Par exemple : Vectr(cos, sin) est un plan vectoriel.

Propriété(s) 9.1.53 : Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F
est de dimension finie et
dimg F < dimg F

de plus, dimg F' = dimgk F si et seulement si £ = F.

Démonstration : Comme toute famille libre de F' est une famille libre de F, de dimension finie, par le lemme de

Steinitz, une telle famille ne peut étre infinie. Considérons donc une famille f1, fa, ..., fp libre de F’, de cardinal maxi-
mal. Par le lemme de la preuve du théoréme de la base incompléte, s’il existait € F tel que x ¢ Vect(f1, f2,..., fp)
alors f1, fa,..., fp, serait une famille libre et aurait plus d’éléments que fi,..., fp. Absurde! La famille f1,..., f,

est donc génératrice de F', qui est en conséquence de dimension finie.
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Montrons l'inégalité. Si Br est une base de F', alors c’est une famille libre de E donc par le lemme de Steinitz, si
B est une base (donc une famille génératrice) de E,

dimg F' = Card(Br) < Card(Bg) = dimg E.

Procédons par contraposée pour montrer le deuxiéme point. Supposons que F' est strictement inclus dans F, alors
par le théoréme de la base incompléte, on peut compléter Br en une base B de E donc :

dimg F' = Card(Br) < Card(B) = dimk E.

Remarque(s) 80 : Attention, on ne peut pas extraire de toute base de E une base de F', comme le montre ’exemple

FE = R? muni de la base canonique et F = Vect((1,1)). L’idée de la preuve est toujours de partir d’une base de F
et de la compléter pour obtenir une base de FE.

Exemple(s) 126 :

126.1 Considérons les espaces vectoriels :
M= {(x,y,2) €R®’, z+y+2=0} et P=Vect((1,1,-2),(1,-2,1)).

Alors, II est un plan de l'espace donc dim(II) = 2. Mais (1,1,—2) € II et (1,—2,1) € II donc P C II. Enfin,
(1,1,-2),(1,—2,1) est une famille génératrice par définition et libre (facilement) de P donc c’est une base de
P. Donc dim(P) = 2. D’ou P =1I.

126.2 Dans E = Ks5[X], on considére FF = {P € E, P(0) = 0}. Alors dim(F) < dim(E) = 6 et 1 ¢ F donc
dim(F) # 6. Enfin, X, X2 X* X* et X® sont des éléments de F et cette famille est libre donc dim(F) >
dim(Vect(X, X2, X3, X* X)) = 5. Donc dim(F) = 5.

Remarque(s) 81 : En particulier, la dimension de ’espace vectoriel engendré par une famille (e1,ez,...,ex) est
toujours inférieure ou égale a la dimension de F. On appelle cette dimension le rang de la famille et on note :

rg(e1, e2,...,er) = dimg Vectk(e1, €2, . .., €x).

Exemple(s) 127 :

127.1 La famille (1,-1,0),(1,0,—1),(0,1,—1) est de rang 2. En effet, la famille extraite (1,—1,0),(1,0,—1) est une
base de I’espace vectoriel engendré par ces trois vecteurs.

Propriété(s) 9.1.54 : Soit F un espace vectoriel de dimension n et (e1, ez,. .., en) une famille de vecteurs de E. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (e1,e2,...,en) est libre, 2. (e1,e2,...,en) est génératrice, 3. (e1,e2,...,en) est une base.

Démonstration : Clairement, le troisiéme point implique les deux premiers. Montrons les réciproques.
1. Si la famille est libre, alors :
dimg Vect(e1, ez,...,en) =n
donc par le propriété précédente, E = Vect(e1, ez, ..., ey). La famille est donc aussi génératrice.

2. Si la famille n’est pas libre, on peut grace au théoréme de la base extraite en extraire une base de l'espace
vectoriel qu’elle engendre donc :
dimg Vect(e1, ez,...,e,) <n

donc elle n’est pas génératrice. On conclut alors par contraposée.
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Exemple(s) 128 :

128.1 Cette propriété est particuliérement utile pour montrer qu'une famille est une base. Par exemple, la famille
(1,1,1,1,1),(1,1,1,1,0),(1,1,1,0,0),(1,1,0,0,0),(1,0,0,0,0)

est une base de K car elle est libreet de cardinal 5.

128.2 De méme, la famille :
X X+ X+ X4+ 1, X+ X2+ X+ 1L, X2+ X +1, X+ 1,1

est une base de K4[X] car elle est libre car échelonnée , de cardinal 5.
128.3 Polynémes de Lagrange. Soit ao, a1, az2,...,a, 1+ 1 complexes deux a deux distincts. On pose :
X —aj
Vi e [0 P = —
i € [0,n], II .

@ — 0
o<ign Y
J#i

Remarquons que P;(a;) =1 et, si i # j : Pi(aj) = 0. Soit Ao, A1, A2, ..., A\n des scalaires et supposons que :

i M. P =0
k=0

alors :

Vi € [[O,Tl]], i = /\kPk(al) = 0.
k=0

La famille de ces polynoémes est donc libre dans K,[X]. Comme elle a le méme nombre d’éléments que la
dimension de K, [X], il s’agit donc d’une base de K, [X].

On se sert souvent de ces polyndémes pour résoudre les problémes d’interpolation : « existe-t-il une fonctin
polynémiale f qui, en n points a; 1 < i < n prend une valeur b; donnée 7 ».

(a) analyse Recherchons un polynéme f de degré inférieur ou égal & n qui convient. Comme les polynoémes de
Lagrange sont une base de K,[X], il existe Ag, A1,..., A\n tels que :

F=> X.P
k=0

En appliquant en chaque a;, on trouve b; = f(a;) = A;.

(b) syntheése La formule : f = sz‘-Pi convient : pour tout 0 < ¢ < n, f(a;) = b;.
k=1
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Lagrange

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4

9.1.6 Sommes d’espaces vectoriels en dimension finie

Définition 9.1.49 : Soit E un espace vectoriel et F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E. On dit que F' et G sont
supplémentaires (dans E) si : E=F ®G.

Remarque(s) 82 : Pour montrer que F' et G sont supplémentaires, il faut donc montrer que :

1. FNG = {0g} (la somme est directe)

2. E = F + @G, c’est-a-dire que tout élément de E s’écrit comme somme d’un élément de F' et d’un élément de G :

Vee E,3(f,9) € FxG, e=f+yg

Exemple(s) 129 :

129.1 Dans le plan, deux droites passant par l'origine non confondues sont supplémentaires. Dans 1’espace, une plan
passant par l'origine et une droite non contenue dans ce plan sont supplémentaires.

129.2 Soit e, e2,..., e, une base de E. Alors, pour tout k € [[1,n — 1]
F = Vect(e1,...,ex) et G = Vect(egt1,...,en)

sont supplémentaires.

Démonstration : Soit x € FFNG. Alors : il existe des scalaires A1,..., A\x et Agy1,..., A\, tels que :
k n
Z)\lezzmz Z )\161
i=1 i=k+1
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donc comme la famille est libre, A1 = A2 =--- = A, = 0. donc x = 0.
Soit x € E. Alors comme la famille e;, es,...,e, est génératrice, il existe des scalaires A1, Az, ..., A, tels que :
n k n
a‘::ZAZQZZA@ez—‘r Z Ai.€i.
i=1 i=1 i=k+1
M N—
eFr €G

129.3 Le sous-espace vectoriel des matrices symétriques et antisymétriques sont supplémentaires dans M, (R).

Démonstration : 1l est possible d’écrire toute matrice comme somme d’une matrice symétrique et d’une
matrice antisymétrique :

A+'A  A-'A
B J; Tt
~—— ~——
€SaK)  €An(X)

VA e Mp(K), A

Si une matrice M est & la fois symétrique et antisymétrique, alors : M ='M = —M donc M = O,,. Donc :
M, (K) = A, (K) ® S, (K).
[ |

129.4 Dans F(R,R), les fonctions paires et impaires sont supplémentaires.
Démonstration : Supposons que f est paire et impaire. Alors :

Ve eR, —f(z)=f(-z)=f(2)

Donc pour tout réel z, f(z) = 0. Montrons maintenant que toute fonction f est somme d’une fonction paire
et d’une fonction impaire :

(a) analyse : s’il existe p paire et ¢ impaire telles que :
Ve eR, f(z)=p(x)+i(z)

alors : f(—x) = p(z) —i(z) et donc

po) = LEHICD) ) S@HSC)
(b) synthése : on peut toujours écrire :
VzeR, f(z)= f(x) +2f(_13) n f(x) —Zf(—x) .

Remarque(s) 83 : Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E et qui ont pour bases respectives By et Ba. Alors,
s’ils sont en somme directe, F' & G admet pour base B; U B2. On appelle une base de F' & G qui n’est constituée que
d’éléments de F' et de G une base adaptée a cette somme directe.

Démonstration : La famille est génératrice car pour tout z € E, comme FE =F +G x = f+ g avec f € F et
g € G. Donc comme Bg est génératrice de G et Br est génératrice de F' x s’écrit comme combinaison linéaire
d’éléments de Br U Bg.

La famille est libre, car s’il existe des scalaires tels que :

STAfH D Agg=0

feBp gEBg

alors comme la somme est directe, chacune de ces sommes est nulle puis comme Br est une famille libre de F,
chaque As est nul et de méme comme Bg est libre, chaque Ay est nul.
|
Attention : il n’y a & priori aucune raison pour qu’une base de F' & G soit adaptée, comme le montre 'exemple de
la base {(1,0),(0,1)} qui n’est pas adaptée a la somme directe Vect(1,1) @ Vect(0, 1).
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Propriété(s) 9.1.55 : (existence d’un supplémentaire) Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-
espace vectoriel de E. Alors F' admet un supplémentaire, c’est-a-dire il existe G un sous-espace vectoriel de E tel

que F = F & G.
Démonstration : On considére Br = {f1, f2,..., fn} une base de F' et Bg une base de E. Alors Br est une famille
libre de E donc on peut la compléter par des éléments de la famille génératrice Bg, que 'on note e1, e, . .., ex. Alors

comme la famille obtenue est génératrice puis libre :

E = Vect(f1, fo, .-y fn,€1,€2,...,ex) = Vect(f1, fo,..., fn) ® Vect(er,ea,...,ex) = F @ Vect(e1, ea,...,€x).

=G

Exemple(s) 130 :

130.1 La preuve de cette propriété nous permet d’obtenir explicitement un tel supplémentaire en complétant une base.
Par exemple, cherchons un supplémentaire du sous-espace vectoriel de R* :

E={(z,y,2,t) €R*, z+y=0}
Commengons par déterminer le dimension de E. On peut réécrire :
E = {(z,—z,21t), (z,z1t)eR*} = Vect((0,0,1,0),(0,0,0,1),(1,—1,0,0))

la famille (0,0, 1,0),(0,0,0,1),(1,—1,0,0) est donc génératrice et elle est clairement libre, c’est donc une base
de E. L’espace FE est de dimension 3. Pour construire un supplémentaire de F, il suffit alors de compléter cette
famille de trois vecteurs en une base de R*. Mais (1,0,0,0) ¢ E = Vect((0,0,1,0),(0,0,0,1),(1,—1,0,0)) donc
la famille (0,0, 1,0),(0,0,0,1),(1,—1,0,0),(1,0,0,0) est libre et a quatre éléments. C’est donc une base de R*.
Un supplémentaire de E est donc la droite vectorielle :

F = Vect(1,0,0,0).

Théoréme 9.1.24 (formule de Grassmann) : Soit F' et G deuz sous-espaces vectoriels du K-espace
vectoriel de dimension finie E. Alors :

dim]K(F + G) = dimg F + dimgG — dim]K(F N G)

Démonstration :
1. Commencons par remarquer que si F' et G sont en somme directe, alors une base de F' & G est donnée par la
réunion des bases de F' et G donc :
dimK(F &) G) = dimg F + dimkG.
2. Utilisons maintenant la propriété précédente. On considére F’ un supplémentaire de F'NG dans F, c’est-a-dire :
F=F & FnG.
3. Montrons maintenant que F' + G = F' ® G :

(a) Siz € FNG alors x € F' NG et x € F’ donc comme ces deux espaces sont en somme directe, * = Og.

(b) Clairement, F' + G C F+ G. Si x € F + G alors il existe (f,g) € F x G tels que z = f + g. De plus,
F=F ®FNG donc il existe f' € F' et i € FNG tels que f = f' + i mais alors :

v=f+g=_f +itg.
=~
eF’ e
(c) On applique alors deux fois le premier point :

dimg (F + G) = dimg (F' ® G) = dimg F’ + dimgG = dimg F — dimg F N G + dimgG.
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Exemple(s) 131 :

131.1 Soient E = {(:my,z,t) eERY  z4+y+z+t= 0} et F = {(x,y,z,t) eERY z+y= z+t}. Déterminons la dimen-
sionde E, F,; E+ Fet ENF.Ona:

E= {(.’L’, Y, 2, = — Y — Z)v (%Z/a Z) € R3} = VeCt((LOa 07 71)7 (07 1705 71)5 (07 07 17 71))
et la famille de ces trois vecteurs est clairement libre. Il s’agit donc d’une base. Donc dim EF = 3. De méme :
F={(z,y, 2,2 +y—2), (z,9,2)€R*} = Vect((1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1, 1))

et cette famille est clairement libre. Donc dim F = 3. De plus, (1,0,0,1) ¢ E donc E4+F =R*, dou dim E+F =
4. Enfin, par la formule de Grassmann,

dmENF =dmFE+dimF —dim(EF+ F)=3+3—4=2.

Propriété(s) 9.1.56 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. E=F®a,
2. FNG = {0g} et dimgF = dimgF + dimgG,
3. F+G =F et dimgFE = dimgF' + dimkG.

Démonstration : Clairement, le premier point implique les deux autres. Montrons les réciproques :

1. Si le deuxiéme point est vérifié, par la formule de Grassmann :

dlmK(F + G) = dimg F + dimxG — dlmK(F N G) .

=dimg (F) =0

donc F+G =FE.

2. Si le troisiéme point est vérifié, toujours par la formule de Grassmann :

dimgF NG = dimK(F =+ G) 7(dimKF -+ dlmKG) =0

=dimg (E) =dimg (E)

donc FNG = {0g}.

9.2 Le cas euclidien

9.2.1 Produit scalaire, norme associée

Définition 9.2.50 : Soit E un R-espace vectoriel. Une application ¢ : E X E — R est appelée produit scalaire sur
si elle est :

1. symétrique : V(z,y) € E?,  o(z,y) = ¢(z,y)

2. bilinéaire : VA € K,¥(z,y,2) € E®, @z +y,2) = p(x,2) +¢(y,2), et oAz, z)=\xp(z,2).

3. définie positive : Vx € E,o(x,z) 20 et ¢(x,2)=0=2=0

L’espace vectoriel E muni du produit scalaire ¢ est alors appelé espace préhilbertien réel et si il est de dimension
finie, espace euclidien.

Remarque(s) 84 : 1. Dans cette partie, tous les espaces vectoriels seront donc des R-espaces vectoriels.

2. Par symétrie, un produit scalaire ¢ vérifie également :
VAEKV(z,y,2) € B°, p(zx+y) = ¢(z,2) + o(2,y), et oz r) =X p(z).

C’est pour cette raison que 'on parle de bilinéarité (linéarité en les deux variables).
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3.

Suivant les problémes ou professeurs, on notera un produit scalaire ¢ de deux vecteurs = et y : (z,y), (z|y) ou
(bien que votre professeur n’aime pas beaucoup cette notation) x - y.

Exemple(s) 132 :

132.1

132.2

132.3

132.4

L’espace vectoriel R™ est muni d’un produit scalaire canonique :
vV = ($1,$2, cee 7x’ﬂ) € Rn7Vy = (y17y27 .. 7yn) S Rn7 <3?7y> = Zxk X Yk-
k=1

Le R-espace vectoriel C est muni d’un produit scalaire :
V(z,2') € C?, (z,2') = Re(z x 2').

On peut, en identifiant une matrice a la liste de ses coefficients, munir I’espace des matrices du méme produit

scalaire 3.

Si I = [a,b], I'espace vectoriel E = C°([a,b],R) est muni du produit scalaire (le caractére défini sera démontré
au chapitre suivant) :

b
V(o) € B (fg) = [ f0x gt
Dans R2[X], on peut considérer les formes bilinéaires suivantes :
(P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) (P,Q)=P(0)Q(0)+ P(1) Q1) + P(~1) Q(-1).

La premiére n’est pas un produit scalaire car si P = X2 — X # 0, (P, P) = 0. Mais la deuxiéme l’est car si
P € Ry[X] vérifie :

(P, P) = P(0)> + P(1)* + P(-1)* =0
alors P(0) = P(1) = P(—1) = 0. Le polynéme P, de degré inférieur ou égal & 2 s’annule donc en trois points
distincts, ce qui n’est possible que si P = 0.
Il est en particulier intéressant de remarquer que Ra[X] admet deux produits scalaires différents : celui de
I’exemple précédent et celui de cet exemple.

Définition 9.2.51 : Soit (E,(.,.)) un espace préhilbertien réel. La norme associée & ce produit scalaire sur E est
définie par :

Vee B, |l = /(@)

Exemple(s) 133 :

133.1

L’espace vectoriel R™ est muni d’un produit scalaire canonique admet pour norme associée :

Vo = (x1,22,...,2n) ER", |z| =

133.2 Le R-espace vectoriel C est muni d’un produit scalaire que 'on vient de définir admet pour norme associée :

VzeC, 2] =14l

133.3 Si I = [a, b], espace vectoriel E = C°([a,b], R) est muni du produit scalaire :

b
ViEE, |f|= /f?(t)dt.

3. Et on montre qu'il peut s’exprimer grace a la formule (A, B) = tr(A x!B)

VH
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Remarque(s) 85 : La norme associée a un produit scalaire provient, par définition, d’un produit scalaire. Il est
possible d’aller dans I'autre sens grace a 'identité de polarisation :

1
V(z,y) € E°, (z,y) = 7 (lz+ yl* = llz = yl*)
Démonstration : 11 s’agit essentiellement de savoir développer la partie droite de 1’égalité :
lz +yl* = (z +y, 2 +y) = [|l2]|* + 2 (z,9) + |lyl*

lz = yll* = & —y, 2 —y) = ||z]|* = 2 (z,) + Iyl

Il suffit alors de faire la différence des deux lignes pour conclure.

9.2.2 Propriétés des produits scalaires

Théoréme 9.2.25 (inégalité de Cauchy-Schwarz) : Soit (E, (.,.)) un espace préhilbertien réel. On a :
2
V(z,y) € E5,  [(z,y)] < llz]| x llyll
De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration : Siy =0 ou, de fagon équivalente, par caractére défini du produit scalaire ||y|| =0, il n’y a rien a
faire : I'inégalité est vérifiée et le vecteurs sont colinéaires.
On définit sur R la fonction ¢ par : ¢(t) = ||z +ty||?. Remarquons que ¢ est positive (donc en particulier ne change
jamais de signe). Mais :
VEER, o(t) =1 |ly|* +2¢(z,y) + ||z

Il s’agit donc d’une fonction polynomiale de degré deux. Comme elle ne s’annule pas, son discriminant est donc
négatif :
2 2 2
A=4((z,y)" —llyl” < z[") <0

Ceci montre l'inégalité de Cauchy-Schwartz. Remarquons maintenant qu’il y a égalité si et seulement si le discrimi-
nant est nul, ou encore si et seulement si la fonction ¢ s’annule en un ¢y € R. Ou encore par le caractére défini du
produit scalaire, si et seulement s’il existe un réel ¢ tel que x = to.y.

|

Exemple(s) 134 :
134.1 Soit z = (z1,%2,...,2n) E R" et y = (y1,y2,..-,Yn) E R". On a :

n

n
<l llyll = | D2 x (| D vk
k=1

k=1

[z, y)| =

n
g Tk X Yk
k=1

Et l'on a égalité si et seulement si les vecteurs x et y sont colinéaires.

134.2 Si f et g sont deux fonctions continues sur [a,b] :

/abf(t) % (1) dt\ < \// F2(6) it x \//abg%t)dt

avec égalité si et seulement si f et g sont colinéaires.

134.3 1l faut savoir repérer une utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans un exercice. Par exemple, montrons
que si f est une fonction continue sur [a, b], & valeurs strictement positives,

(/abf(t)dt) X (/ab%dt) > (b— a)?

et que cette inégalité est une égalité si et seulement si f est constante.
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Démonstration : On a, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(b—a)® = </ab\/%x\/mdt>2< (/abf(t)dt) X (/jﬁdt).

1

De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si /f et sont colinéaires, c.a.d. si f est constante.

Vi
|
134.4 Soit x et y deux vecteurs distincts de norme inférieure ou égale & 1. Montrons que :
Tty H
<1
1=
Démonstration : On a, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
2 2 2
JE g Lol 2o+ ol (bl Ll Lt bl
2 4 2 2 2
De plus, si cette inégalité était une égalité, ||z|| = |ly|| = 1 et par le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz :
AINER, x= Ay
et enfin |(z,y)| = (z,y) donc A\ € R4 puis comme |[z|]| = ||y|| = 1, A = 1. Donc = = y, ce qui est exclus par
hypothése.
|
Proposition 9.2.15 : Soit ||.|| la norme associée au produit scalaire d’un espace préhilbertien E. Alors :

1. elle est définie : Vo € E, |z||=0<=z=0g
2. elle est homogéne : Vx € E,VA € R, || Ax| = |\ X ||z]|
3. elle vérifie linégalité triangulaire :

V(z,y) € %,z +yll <zl + Iyl

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires, de méme sens : I(A\, u) € R4\ {(0,0)}, Az = p.y.

Démonstration : Le premier point est immédiat par la définition. Pour le deuxiéme, on remarque que, si x € E et
AeR:
IAz|® = Az, Az) = A% x ||z]°.

Pour le dernier point, il s’agit encore de comparer les carrés. Soit (z,y) € E2. On a, par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

2+ ylI* = ll2lI* + 2 @, y) + lylI* < l=lI* + 2|zl < Iyl + llyI* = (] + llyl)?
et cette inégalité est une égalité si et seulement si :

(z,y) = llzll < llyll == (z, y) = [z, 9)| = =[] < [ly]|-

La deuxiéme égalité équivaut a la colinéarité de x et y et la premiére au fait qu’ils sont de méme sens.

Exemple(s) 135 :

135.1 Si f et g sont deux fonctions continues sur [a,b], on a :

b b b
\/ / (f(t)+g(t))dt<\/ / f(t)dt+\/ / oft) dt

avec égalité si et seulement si f et g sont colinéaires, de méme sens.
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9.2.3 Familles de vecteurs et orthogonalité

Définition 9.2.52 : Soit (E,(.,.)) un espace préhilbertien. Deuz vecteurs x ety sont dits orthogonauz si (x,y) = 0.

Exemple(s) 136 :

136.1 Pour le produit scalaire canonique sur R"”, les éléments de la base canonique sont deux a deux orthogonaux : si
iF£ ] <€i,€]’> =0.

136.2 Pour le produit scalaire {z, z’) = Re(Z x 2), les vecteurs 1 et i sont orthogonaux.

Propriété(s) 9.2.57 : (théoréme de Pythagore) Les vecteurs = et y sont orthogonaux si et seulement si :

lz +ylI* = llz1* + Iy

Démonstration : 11 suffit de se rappeler que :

Iz +yl* = llz* + ly* + 2 {2, v).

L’égalité est donc vraie si et seulement si (z,y) = 0 ou encore si les vecteurs z et y sont orthogonaux.

Définition 9.2.53 : Soit (v2,va, .
famille est :

1. orthogonale si : V(i,7) € [1,n]?,i#3 (vi,v;) =0,

2. orthonormale (ou orthonormée) si elle est orthogonale et si : Vi € [1,n], |v] =1.

.., Un) une famille de vecteurs de (E,{.,.)), un espace préhilbertien. On dit que la

Si de plus, la famille est une base de E, on dit que c’est une base orthonormée de l’espace.

Exemple(s) 137 :
137.1 La base canonique de R™ est une base orthonormée.

137.2 La famille des (z ~ cos(k X ))e[1,n] est une famille orthogonale de C°([0,2 ], R) muni de son produit scalaire
habituel : en effet, si i # j sont deux entiers compris entre 1 et n :

/0 ! cos(i X x) x cos(j x x)dx = % /o W(cos((i +7) xx)+cos((i —j) x z))dx

1 |:Sin((i+j) X ) n sin((i — j) x 2) 7"

- =0
2 i+ i—j

x=0

Propriété(s) 9.2.58 : Soit (v2,v2,...,v,) une famille de vecteurs de (FE, (.,.)), un espace préhilbertien. Alors :

1. Si elle est orthogonale et constituée de vecteurs non nuls, elle est libre.
2. S’il s’agit d’une base orthonormeée, alors :

n

Vee E, z= Z(x,vk).vk

k=1
en particulier, les coordonnées de = dans cette base sont ({z,v1), (z,v2),...,{(x,vn)).

3. Réciproquement, si z et y ont pour coordonnées (x1,%2,...,Zn) €t (y1,¥y2,...,Yyn) dans une base orthonormée :

() => wx xyp, donc |z = ai.
k=1

k=1
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Démonstration :

1.

Soit (A1, A2,...,An) € R™. Supposons que :
k=1
Alors, comme la famille est orthogonale, si ¢ € [1,n] :

Ai X H’UZHZ = <U¢,Z)\k.’l}k> =0
k=1

donc comme v; # Og, ||v;]| # 0 d’ou A; = 0. Ceci étant vrai pour tout ¢, la famille est donc libre.

2. Supposons que la famille est une base orthonormale. Alors, si (A1, A2,...,\,) sont les coordonnées de x dans
cette base :
T = Z )\k.’l)k
k=1
Alors, comme la famille est orthonormale, si i € [1,n] :
n
Ai % ||vi]|? = <w,z/\k.vk> = (z,v;).
3. Le dernier point est un calcul direct. On a :
<Zxk.vk,2yl.vl> :sz’“ Xy X <vk,v1) :Zﬂik X Yk X ||vk||2
k=1 =1 k=1 1=1 — k=1 —
=0 sauf si k=l =1
|
Théoréme 9.2.26 (orthonormalisation de Gram-Schmidt) : Soit (v1,v2,...,v,) une famille libre de
E, un espace préhilbertien réel. Alors il existe (e1, ez, ...,en) une famille orthonormée de E telle que :
Vect(vy,v2, . ..,vn) = Vect(e1, ez,...,en).

Démonstration : On procéde par récurrence sur n.

1. si n =1, il suffit de poser e; = H%H
2. supposons le résultat vrai pour toute famille libre de n vecteurs et considérons une famille libre de n+ 1 vecteurs
(v1,v2,...,0n41). On applique le résultat a la famille des n premiers vecteur, ce qui nous donne une famille
orthonormeée (e1, ez, ..., e,) telle que :
Vect(v1,v2,...,vn) = Vect(er, ea,...,€n).
De plus, le vecteur :
n
Wnil = Vng1 — E (Un+1,ex)-ex (9.1)
k=1
vérifie, pour tout entier ¢ compris entre 1 et n :
n
(Wnt1,€) = (Vns1,€) = Y _(Vng1, ex) X (ex,eq) = (Un+1,€i) — (Un41,€i) =0
k=1 —
=0 si ik, =1 si i=k
le vecteur wn4+1 est donc orthogonal a tous les vecteurs de (e1,e2,...,e,). Pour le normaliser, on pose alors
ent1 = ﬁ en remarquant que wy+1 ne peut étre nul car la famille est libre. Reste & remarquer que :
Vect(vi,v2, ..., Un,Unt1) = Vect(er,e2,...,6n,vnt1) = Vect(er,e2,...,en, wnt+1) = Vect(er,e2,...,€n,Ent1).
11.1
|
Remarque(s) 86 : 1. En particulier, tout espace vectoriel de dimension finie admet une base orthonormée.

VH
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2. La preuve de ce théoréme nous donne en particulier une méthode pratique pour calculer la famille orthonormée
& partir de la famille de départ.

Exemple(s) 138 :

138.1 Utilisons ce procédé pour orthonormaliser la famille :

v1 = (1,1,0), vz = (0,1,1), vs = (1,0,1).

On pose : e; = HziH = (%, %,O). Puis :

11 11 w 1 1 2
W2 = V2 — <U27€1>-€1 = (07171) - (57 570> = <—§7 571> et ex = ”w;l = (_76’ 767 76) .

w—v—(ve)e—(ve)e—z—gg et e—w3—i—LL
3 — U3 3,€1/)-€C1 3,€2).€2 = 3, 373 37”’[,03”7 \/57 \/5,\/?: .

138.2 Rappelons maintenant que comme une fonction polynomiale de degré deux ou moins qui qui s’annule en trois
points distincts est nulle, I’expression :

Enfin,

V(P,Q) e Ro[X], (P,Q) = P(-1) x Q(=1) + P(0) x Q(0) + P(1) x Q(1)
est un produit scalaire sur Rz[X]. Orthonormalisons la base canonique, 1, X, X? pour ce produit scalaire. On
trouve :

1 V2 X

e1=—, wi=X—(vg,e1).e1 =X, ea=-—1="+
V3 flv2ll V2

enfin,

2 2
w3:X2—<U3,61>.€1—<’U3,€2>.€2:XQ—g, €3 = § (XQ—*).

9.2.4 Orthogonal et supplémentaire

Définition 9.2.54 : Soit A un sous-ensemble d’un espace préhilbertien réel E. On appelle orthogonal de A et on note
AL Uensemble des vecteurs orthogonauz & A, c’est-a-dire :

At = {re E,Na€ A, (a,z)=0}.

Exemple(s) 139 :

139.1 L’orthogonal pour le produit scalaire usuel & la droite du plan d’équation :
ar+by=0

est 'espace vectoriel Vect((a, b)).

139.2 L’orthogonal pour le produit scalaire usuel au plan de 1’espace d’équation :
ax+by+cz=0

est lespace vectoriel Vect((a, b, c)).

139.3 Attention! L’orthogonal d’un ensemble dépend & priori du produit scalaire choisi. Par exemple, si ’on considére
le produit scalaire sur R? :

(z,y), (@', y) =z xa' +2yxy +zxy +yxa

le vecteur (1,1) n’est pas orthogonal a le droite d’équation z +y =0: ((1,1),(1,-1)) = =1 #0.
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Propriété(s) 9.2.59 : Pour tout sous-ensemble A de F, AL est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration : Clairement, O € A*. De plus, si (z,y) € A et X € R,
Vae€ A, (z+y,a)=(z,a)+ (y,a) =0 et (Az,a) =X (z,a)=0

donc z +y € At et Az € AL,

Théoréme 9.2.27 : Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E un espace préhilbertien réel.
Alors F et F+ sont supplémentaires dans E :

E=FaF™ .
Démonstration : Procédons comme d’habitude :

1. Siz € FNF? alors par définition : ||z||? = (z,z) = 0 donc z = Og par caractére défini de la norme.

2. Montrons maintenant que tout élément de F peut s’écrire comme la somme d’un élément de F' et de son
orthogonal. Soit € E. Alors par le théoréme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, il existe (e1,e2,...,en)
une base orthonormée de F'. On remarque que :

T = Z(x, er)-er + <x — Z(a:, ek)‘ek> .
| S ——

k=1 k=1
eF
Et que le deuxiéme élément de cette somme appartient & 'orthogonal de F' car :

n

Vk € [1,n], <ek,x - Z(m,ek).ek> = (z,ex) — (z,ex) = 0.

k=1

Remarque(s) 87 : En particulier, si E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E.

Alors : | dim(F™") = dim(E) — dim(F).
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Chapitre 10
Continuité, dérivabilité

10.1 Limite d’une fonction

10.1.1 Notion de voisinage, définition

Notation(s) : 1. Soit I un intervalle non vide de R, nous noterons I, I'ensemble des points adhérents a I, de la
maniére suivante :
I I
[a, b] [a, b]
la, b] [a, b]
la, b] [a, b]
[a, b] a, b
[a, +00] [a, +o0]
la, +o0[ [a, +00]
| — 00, al [—o0,d]
] —o0,q] [0, al
] — OO,+OO[ [—OO,-FOO}

2. On soit a € I. On appelle voisinage de a (dans 1) :

(a) si a € R tout ensemble de la forme I N[a —n,a+ 7] (n > 0),
(b) si a = 400 tout ensemble de la forme I N [A, +o0[ ou A € R,
(¢c) si a = —oo tout ensemble de la forme IN] — oo, B] ot B € R*..

Définition 10.1.55 : Soit I un intervalle de R, f une fonction définie sur I et & valeurs dans R. Soit A € R, et
a € I, alors on dit que f(x) tend vers A si x tend vers a et on note f(x) — \ si
r—ra

Pour tout voisinage W de A, il existe un voisinage V de a, tel que, si x € V alors f(z) € W.

Remarque(s) 88 : 1. Notez que dans la définition, V est un voisinage dans I alors que W est un voisinage dans R.

2. Cette définition a ’avantage de la généralité, mais on aura parfois besoin d’une définition « avec des € ». Voyons
quelques cas importants :

(a) Si (a,\) € R?: on dit que f(z) — Asi:
Tr—a

Ve>0,3n>0,Vzel, |z—a<n=|f(z)— )\ <e

Cette définition se généralise sans difficulté si A € C (contrairement aux autres) en « remplacant » les valeurs
absolues par des modules.
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(b) Si A =400 et a =+00 : on dit que f(z) — +oo si:

r—+00

VA>0,3C>0,Vzel, z>C = f(z) > A
(¢) Sid=+4ocoeta€cR:ondit que f(z) — +oosi:
T—ra
VA>0,3n>0,Veel, |[z—a|<n = f(z)>A.

3. Si f(x) a:); l et I € R, on dit que f converge en a. Sinon, on dit que f diverge en a.

Il est utile de savoir utiliser ces définitions pour montrer une propriété d’une fonction « au voisinage d’un point » *

Exemple(s) 140 :

140.1 Supposons que f converge en a € I alors f est bornée sur un voisinage de a dans I.
Démonstration : On choisit pour voisinage de la limite [ € R W = [l — 1,1+ 1] alors il existe V' un voisinage
de a dans I tel que :
VeeV, flzx)eW=[1-1,1+1]

donc f est bornée sur ce voisinage.

140.2 Parfois, le voisinage est un peu pus « caché ». Supposons que f(z) — X > 0. Montrons que :

r—+00

A

JA > 0,Vz € I, x}A:f(m)}Q.

Démonstration : On considére le voisinage W = [A — A\/2, A + A/2] de A. Alors par définition, il existe un
voisinage V = [4, +oo[N] (A > 0) de +oo tel que si z € V alors f(z) € W. Donc :

Veel, z>A= f(z)>

| >

10.1.2 Limites a droite, & gauche, caractérisation séquentielle de la limite

Définition 10.1.56 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I & valeurs dans R. Soit a € T et A € R. Alors on
dit que f tend vers \ & droite de a et on note f(x) — Aou f(x) — X si:
T—a Tra

r>a

Pour tout voisinage W de A, il existe un voisinage V de a tel que si x € V et x > a alors f(x) € W.

Remarque(s) 89 : 1. On peut bien entendu aussi parler de limite a droite (notée f(z) —— A ou f(z) — A).

r—a~— r<a
2. Sia € I, on a alors immédiatement :
fle) = l<=|f(a)=1 et f(x) — I, et f(x) — l
r—ra r—a~ T—a

Ce résultat est en particulier utile pour montrer qu’une fonction n’admet pas de limite en un point.

Exemple(s) 141 :

1. L’équivalent d’« & partir d’un certain rang » pour les suites.
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141.1 La fonction partie entiére admet une limite & droite et & gauche en tout point.
141.2 Elle n’admet cependant de limite en aucun point entier car ses limites a droite et & gauche ne sont pas égales.

141.3 On peut se servir des limites & droite et a gauche pour montrer ’existence d’une limite. Par exemple, la fonction
définie sur R par
eV sig #0
0 siz =0

admet pour limite 0 et O car :

(a) Vo <0, f(z)=e /*° — 0, (b) V2 >0, fl)=e /" — 0, (c) £(0)=0.

Théoréme 10.1.28 (caractérisation séquentielle de la limite) : Soit I un intervalle de R, a € I et
f une fonction définie sur I et a valeurs dans R. Soit | € R.

Alors f(x) = l si et seulement si pour toute suite (Tn)nen de I, qui tend vers a, f(xn) o l.

Démonstration : Faisons la preuve dans le cas ot (a,1) € R?. Les autres cas se traitent de facon similaire.
Supposons que f(z) — [ et soit (xn)nen une suite de I, qui tend vers a. Soit € > 0. Par définitions :
r—ra

In>0Veel, |z—al<n=|f(z)—1]<e et IngeN,Vn>no, |zn—al<n

on en déduit, pour n > no : |f(xzn) — | < e. Donc f(zn) — L.
n——+oo
Pour la réciproque, nous allons travailler par contraposée. Supposons que f n’admet pas pour limite [ lorsque x tend
vers a. Alors :
de>0,Yn > 0,3z, €I, |z, —a|<net|f(z)—1I >e

En particulier, en prenant n = 1/2™ et en posant x, = z, pour cette valeur de 7, pour tout entier naturel n,
|zn —a| < 1/2" donc z, T @ mais pour tout entier naturel n, |f(z,) — | > € donc (f(zn))n ne tend pas vers .
n——+0oo

Remarque(s) 90 : On utilise souvent ce théoréme pour montrer qu'une fonction n’admet pas de limite en x. 1l
suffit pour ceci d’exhiber deux suites (un)nen €t (vn)nen de I telles que :

1. un — zoetv, — =0, 2. flun) — let f(n) — U 3. 1#1.

n—-+oo n—-+oo n—-+oo n——+oo

Exemple(s) 142 :

142.1 La fonction cos n’admet pas de limite en +oo; En effet :

cos(2nm)=1 — 1 et cos(2n7r+g):() — 0.

n—-+oo n—-+4oo
. 1
f(z) =sin (x)
n’admet pas de limite & droite en 0, car, sin > 1 :
Fs)=0 — 0 et flo—t—)=1 — 1
27n ) notoo g-l—QTI'TL T ot

142.3 Soit f: R — R périodique de période p admettant une limite finie [ en +o00. Montrons que f est constante.
Démonstration : Soit x € R. Alors par caractérisation séquentielle de la limite :

142.2 La fonction définie sur R} par

J@) = fa+np) — 1

donc f(z) = I. Ceci étant vrai pour tout réel z, la fonction f est donc constante.
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10.1.3 Adaptation des énoncés relatifs aux suites

La caractérisation séquentielle de la limite permet de « transposer » aux fonctions les énoncés que I'on a prouvé dans le
chapitre sur les suites. En particulier :

1. Si une fonction admet une limite en un point, cette limite est unique.

2. Les théorémes « généraux » concernant les limites sont prouvés :

lg\f H AGR‘+OO ‘ *OO‘ (¢) Si g ne s’annule pas sur un voisinage de a :
(a) LER || A+ p | +o00 | —o0
+o0 +oo | 400 | FI [ g\/ [[AeRL [AXeRE [ +oo [ o0 ] 0 |
>~ [ Gl & [ = [rw[-w[0]
3 Dem Dek o] =[0] e 2 [ & [ =[]0
[HeRL | Axp | Axp [ +oo] -0 0] £oo 0 0 FI | FL | 0
(b) weRy A X p@ A X [ —00 | 400 | O oF 400 —00 400 | —oo | FI
~+00 +00 —00 400 | —oo | FI 0~ —00 ~+o00 —oo | +oo | FI
—00 -0 400 —o0 | 4oo | FI
0 0 0 FI FI 0

3. Si f admet une limite (vesp. limite & gauche, limite & droite) A € R en a € R, si g est définie au voisinage de A et
admet une limite © € R en A, alors g o f(z) admet la limite (resp. limite & gauche, limite & droite) u en a.

Démonstration : Soit (Zn)nen est une suite de I, ensemble de définition de f qui converge vers a, alors comme
f admet pour limite A en a par caractérisation séquentielle de la limite,

flxn) — A

n——+oo

donc en utilisant une deuxiéme fois la caractérisation séquentielle de la limite pour g (éventuellement, a partir
d’un certain rang) comme g tend vers p en A :

9(f(zn)) —

n—-+oo

Propriété(s) 10.1.60 : Soit f, g et h trois fonctions définies sur I, soit a € I.

1. (Passage a la limite dans les inégalités) Si pour tout = € I, f(z) < g(z), f tend vers A € R en a et g tend vers u
en a alors A < p.

2. (Théoréme de comparaison) Si, pour tout x € I, f(x) < g(z) et f tend vers +o0 en a alors g aussi.

3. (Lemme des gendarmes) Si, pour tout z € I, f(z) < g(z) < h(z) et f et g tendent vers la méme limite X en q,
alors g aussi.

Remarque(s) 91 : Bien entendu, ces propriétés sont aussi vraies pour des limites a droite et a gauche.

Exemple(s) 143 :

143.1 Pour tout z € R, x — 1 < |z] donc, comme lim z — 1 = 400,

—+o00

lim |z] = +o0.

xr—+o00
143.2 On a :
1 31 1
ve>0, —Lgtn@ 1
x x x
donc par le théoréme des gendarmes lim sin(z) =0.

Tr— 400 X
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143.3 Considérons la fonction définie par :

vz e R*, f(z)= ﬁ

Alors :
Ve €RY,  [f(z)] < |z
donc par le théoréme des gendarmes, f admet pour limite 0 en 0.

143.4 Considérons la fonction définie par :
vz e R, g(z)= {lJ .
x

Alors : 1 1
VreR", = -1<g(z)<=
T T
Donc par la premiére inégalité, g admet pour limite 400 en 07 et par la deuxiéme pour limite —co en 0~. De
plus :

YV €]1, +o0], 0<%<1 donc {EJZO — 0.

€T T—r+00

Et on montre de méme que cette fonction admet pour limite —1 en —oo.

Théoréme 10.1.29 (de la limite monotone) : Soit (a,b) € R”. Soit f :]a, b[— R une application crois-
sante. Alors :

1. (a) Si f est majorée, f converge en b™, (b) sinon, lim f(z) = +4oo.
Tz—b—

2. (a) Si f est minorée, f converge en a™, (b) sinon, lim+ flz) = —o0.
r—a

Démonstration : Nous ne prouverons que le premier point (le deuxiéme se prouve de la méme fagon) dans le cas
b = 4o00. Supposons que f n’est bornée sur aucun voisinage de +oo. Alors :

VB > 0,VM > 0,3zo € [B,4+oo[, [f(zo)> M.
Comme f est croissante, ceci implique donc :
VM >0,3x0 >0, Vz € [zo,+oo[, f(z)= f(zo)> M.
Cest-a-dire lim f(z) = +oo.
Supposons nfzzrbl;enant f majorée sur un voisinage de 400, c’est-a-dire :
IMo > 0,3Bo >0, Vz € [Bo,+oo[, f(z)< Mo.

Alors, si 'on note | = sup f([Bo, +0o0[) (qui existe et est un réel fini par la théoréme de la borne supérieure) et par
définition de la borne supérieure,
Ve > 0,30 € [Bo,+o0[, [ —e< f(xo)

donc comme f est croissante, :

Ve > 0,3z > 0,V € [zo,+00[ [ —e< f(zo) < flx) <1

donc |f(z)—!l|<e

donc f(z) — le€R.

T — 400

Remarque(s) 92 : 1. Evidemment, il existe une version de ce théoréme pour les fonctions décroissantes. Sauriez-
vous en donner un énoncé ?

2. Une fonction monotone admet donc en tout point de son ensemble de définition une limite a droite et & gauche.
Mais rien ne dit que ces limites sont les mémes, comme 'indique ’exemple de la partie entiére.
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10.1.4 Notations de Landau

Définition 10.1.57 : Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, x, € I. On suppose que g ne s’annule
pas sur un voisinage de xo. Alors on note :

1. f(x) ~ao (9(@) si I —— 1,

g9(x) z—xQ

2. f(x) = ou, (g(x)) si L2 — 0,

Q(x) T—TQ

3. f(z) = 04, (g(x)) st gg;; est bornée sur un voisinage de xo.

Remarque(s) 93 : 1. Si zg est clair dans le contexte (souvent, zo = 0), on utilisera les notations sans U'indice zo.
2. La notation ~ (équivalent) est trés dangereuse. En particulier, elle n’est pas compatible avec la somme : & ~ oo
r+1, —T~4o —xmais0 Ail.

3. La seule raison de préférer la relation ~., aux autres est qu’il s’agit d’une relation d’équivalence sur les fonctions
définies et ne s’annulant pas sur un voisinage W de xzo.

4. Heureusement, on n’en a pas vraiment besoin : ’ f(z) ~ay g(x) <= f(z) = g(2) + 02 (g()). ‘

5. Comme une fonction qui admet une limite en un point est bornée sur un voisinage de ce point, f(z) ~z, g(z)
ou f(z) = 0z, (g(x)) implique f(x) = Ox, (g(x))-

Exemple(s) 144 :

144.1 Soit (e, B) € R2. Alors £ ~ oo z” si et seulement si o = 3. De plus, 2% = 01 (2”) si et seulement si a < S.

144.2 Pour tous réels strictement positifs a et b, on rappelle que :

axXx b
im S oo (1), lim f2ff x e =0 (2), im @) g (3) fim 2% x Im(@)P =0 ().

z—+too b z——00 z—+00 fad z—0+

Ce qui se traduit, avec les notations de Landau :
(a) 2" = 04o0(e™®), (b) e™** = 0_o(z7"), (€) (In(2))" = 04oc(a®), () (In(x))" = 0p+ (z77).

144.3 2” x sin (1) = Oo(2?) mais également 2* x sin (1) = oo(x).

T x

144.4 f(x) = 0z, (1) signifie : f(x) — 0. f(z) = 04,(1) signifie : « f est bornée qu voisinage de 1 ».
r—xQ

Propriété(s) 10.1.61 : Les notations petit et grand O ont les propriétés suivantes :

1. somme et différence :
(a) f1 = 0a(p) et fo = Ou(p) = f1 £ f2 = Oa(p) (b) f1=o0a(p) et f2 =0a(p) = f1 & f2 = 0a(p)
2. produits :

(@) fi = 0a(p1) et fo=O0u(p2) = fi fo = Ou(prp2) (c) fi = Oalep1) et fo = 0al(p2) = f1 f2 = 0a(p1 ¥2)
(b) fi =o0a(p1) et f2 = Oalw2) = f1 f2 = 0a(p102) (d) fi = 0a(p1) et fo = 0a(p2) = f1 f2 = 0a(p1 @2)

3. transitivité :

= Oa(go;[) et o1 = Oa(‘P2) - f = Oa(@2)
= Oa(<p1) et o1 = Oa(%@Q) — f= 0a(‘ﬂ2)

(a) f=0alp1) et o1 = Oalp2) = f = Oalw2)  (c)
(b) f=o0a(p1) et o1 = Ou(p2) = [ = 04(p2) (d)
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Remarque(s) 94 : Malheureusement, on ne peut rien dire pour les quotients en général, I'inverse d’une fonction
bornée n’a aucune raison d’étre bornée par exemple. Il faut cependant savoir « simplifier » :

0un (F(2) X 9@)) _ o Oy (f@) xg(@) _ () oo
oy = on9(a) o Oso (9(2)).

10.2 Continuité

10.2.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 10.2.58 : Soit f: I - K (K=R ou C). On dit que f est continue en a € I si

f(@) — f(a)

T—a

et on dit que [ est continue sur I si f est continue en tout point de I.

Remarque(s) 95 : Parfois, on parlera de continuité a droite et & gauche en un point ce qui correspond a des limites
limites a droite et a gauche.

Exemple(s) 145 :

145.1 Les fonctions polynomiales, exp, In, cos, sin sont continues sur leur domaine de définition. Montrons par exemple
que le fonction exponentielle 1’est :
Démonstration :

(a) Continuité en 0 : Par I'inégalité géométrique, on a :
Vr<0, z<e”"—-1<0

donc par le théoréme des gendarmes, e* — 1. De plus,
rz—0—

vz €]0,1], 1—e “<e*—1=€e"(1—-€e ") <ex(1—¢e ")

donc par le cas précédent, et par le théoréme des gendarmes; e® %+ 1. Comme e = 1, la fonction
z—0

exponentielle est donc continue en 0.
(b) Continuité en a € R : par la continuité en 0 et les théorémes généraux sur les limites, on a :

-1 —0

Tr—ra

145.2 La fonction partie entiére est continue sur tout intervalle du type |m,,+1[ (m € Z) mais elle n’est continue sur
aucun intervalle contenant un entier relatif.

Les propriétés suivantes sont des conséquences immeédiates de celles sur les limites :

Propriété(s) 10.2.62 : Soit f et g deux fonctions définies sur I. Soit a € I. On suppose f et g continues en a (resp.
sur I). Alors :
1. f+ g est continue en a
2. f x g est continue en a (resp. sur I)
3. si g(a) # 0 alors f/g est continue en a (resp. si g ne s’annule pas sur I, f/g est continue sur 7).
4

. si h est définie sur un intervalle contenant f(a) et continue en f(a) (resp. continue sur un intervalle contenant
f(I)) alors ho f est continue en a (resp. ho f est continue sur I).
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Exemple(s) 146 :
146.1 La fonction tan est donc continue sur tout intervalle de son ensemble de définition.

146.2 Les fonctions puissances sont donc continues sur leurs ensembles de définition.

Définition 10.2.59 : Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I = [a,b[, (a,b) € R%. On suppose que
f converge en b~. On appelle prolongement par continuité de f en b le fonction f définie sur [a,b] par :

~ f(z) si zel
frz— lim f(z) si z=0.
Tz—b—
Remarque(s) 96 : 1. Evidemment, par définition, la fonction fest continue sur [a, b]

2. Il n’est pas possible de prolonger f en une extrémité en une fonction continue si f n’y admet pas de limite.
3. Souvent, par abus, on notera encore f la fonction prolongée en a.

4. 1l est possible de prolonger de la méme fagon les fonctions continues sur u intervalle |a, b] et admettant une limite
finie en a™ ou encore une fonction en un point « intérieur » & un intervalle I & condition dans ce cas de s’assurer
que les limites & droite et & gauche en ce point sont les mémes.

Exemple(s) 147 :
147.1 On a déja utilisé un prolongement en continuité en 0 pour les fonctions puissance z — x* avec a € Ry, a laquelle
on a donné pour valeur 0 en 0.

147.2 La fonction f définie sur R* (donc sur R% et R™) par f(z) = z x sin (1) se prolonge par continuité en 0 (&
gauche et & droite) en posant f(0) = 0.

147.3 La fonction sinus cardinal, définie sur R* par

1 T T T T T
: sin(x)/x
1/x

0.8

-1/x

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4
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10.2.2 Continuité sur un intervalle

Soit T un intervalle de R. On rappelle que I'ensemble des fonctions continues sur I est noté C(I,R) = C°(I,R) = C(I).

Théoréme 10.2.30 (des valeurs intermédiaires v1) : Soit f € C(I,R). On suppose qu’il existe a et b
deuz éléments de I, a < b et f(a) x f(b) < 0. Alors

deefa,b], fle)=0
Démonstration : Nous allons procéder par dichotomie. Pour ceci, on construit deux suites (an)n>0 €t (bn)n>o0 de
la fagon suivante :
1. On pose ap =a, bp =b
2. si an et by, existent, on pose :
(a) si flan) X f (%) < 0, on pose an4+1 = an €t bpp1 = %,

. __antb
(b) sinon, on pose an41 = *ngon

et bn+1 = bn.
On remarque alors que, par définition, (a,)n>0 est croissante et (b,)n>0 est décroissante, que pour tout n € N,
b—a

on

by — an = et  f(an) X f(bn) <0
les trois premiers points nous assurent que les deux suites sont adjacentes, donc convergent vers une méme limite
[ par le théoréme des suites adjacentes. Quand & la derniére inégalité, comme f est continue en [, un passage a la
limite nous assure que : f(1)* < 0 donc que f(I) = 0.

|

Exemple(s) 148 :

20 20 19 4

148.1 Montrons que I’équation : 2%° — z'° = 4 admet au moins deux solutions. Pour ceci, posons f(z) = 2° — 2! —
Alors f(0) = —4 < 0 et f admet pour limite 400 en +0o donc est strictement positive sur un voisinage de oo.
Donc comme f est continue sur R, par le théoréme des valeurs intermédiaires, f s’annule au moins une fois sur
R et une fois sur R .

148.2 Soit P une application polynomiale de degré impair, c’est-a-dire qu’il existe n € N et ag, a1, - ,a2n+1 des réels

tels que az2n+1 # 0 et :
2n+1

vz eR, P(z)= Z ap x z*
k=0

alors P(x) w_?)oo 400 o % est le signe de azny1 et P(x) Q:I)oo Foo ou le signe qui apparait est celui de —ag n+1

donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction continue sur R P s’annule en un point de R :
JeeR, P(c)=0.

148.3 Soit f : [0,1] — [0,1] une application continue. Alors f admet un point fixe. En effet, le fonction définie sur
[0,1] par g(z) = f(x) — = est continue et vérifie g(0) = f(0) = 0 et g(1) = f(1) — 1 < 0, elle sannule donc,
c’est-a-dire :

dee[0,1], f(c)=c.

Théoréme 10.2.31 (des valeurs intermédiaires v2) : Soit f € C(I,R). Alors f(I) est un intervalle,
c’est-a-dire si a et b sont deux éléments de I et ¢ un réel tel que f(a) < ¢ < f(b) alors

del, f(d)=c

Démonstration : 11 suffit de considérer la fonction définie sur I par g(z) = f(z) — c et d’y appliquer le théoréme
précédent.
|

Exemple(s) 149 :

149.1 Soit I un intervalle, et f : I — R une fonction continue. Montrons que f est injective si et seulement si f est
strictement monotone.

Démonstration : On a déja vu que si f est strictement monotone, alors elle est injective. Montrons la

réciproque par contraposée. Si f n’est pas strictement monotone alors il existe a < b < ¢ trois éléments de

I tels que f(a) < f(b) et f(b) > f(c) (ou I'inverse). Mais alors, par le théoréme des valeurs intermédiaires,

tout élément de [min(f(a), f(c)), f(b)] admet au moins deux antécédents, ce qui contredit I'injectivité de f!
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Théoréme 10.2.32 (continuité de la fonction réciproque) : Soit I un intervalle de R et f: [ — J
une application bijective et continue. Alors f= : J — I est une application continue.
Remarque(s) 97 : Commengons par récapituler ce que l'on sait déja :

1. Comme on vient de le voir, par le théoréme des valeurs intermédiaires, comme I est un intervalle, f est strictement
monotone.

2. Toujours par le théoréme des valeurs intermédiaires, J = f(I) est un intervalle.

3. En général, application réciproque d’une fonction monotone est strictement monotone, de méme monotonie :
Démonstration : Faisons la preuve dans le cas ou f est croissante. On a :

Y(a,b) € I, a<b= f(a) < f(b)
donc, en prenant, pour (o, 8) € f(I)?, a = f~(a) et b= f~'(B), par contraposée :

a=f(f"H Q) > B =B= [ (a) > f1(B)

Papplication f~! est donc strictement croissante.
|

4. Toute fonction monotone définie que un intervalle y admet une limite & gauche et & droite en tout point (lorsque
ces limites ont un sens).

Démonstration : Faisons la preuve dans le cas ou f est croissante et pour un point v & « 'intérieur » de l'intervalle

J (sinon, il suffit de faire la « moitié¢ » du travail). Par le théoréme de la limite monotone, f ! admet une limite a
droite et a gauche en tout  appartenant a l'intervalle J. De plus, si y < v < 3’ sont trois éléments de J (on utilise
ici que v est a l'intérieur de J),

') < lim P <) < lim fN <N

Y=y~ y—=T

On en déduit, en appliquant f qui est croissante & ces inégalités :

y < f(lim f7H) <y < f(lim <y
Y=y~ y—=t

En faisant tendre y et y vers =, ce qui est possible car J est un intervalle, on en déduit :

FQlim f7) =y =f(lim 7,

Y=y
puis, en appliquant f~! a cette égalité, lim f ' = fﬁl(’y) = lim+ 7. La fonction f~* est donc continue.
Y=y~ Y=

Exemple(s) 150 :
150.1 Les fonctions trigonométriques réciproques sont donc continues sur leur ensemble de définition.

150.2 Attention cependant ! Si I n’est pas un intervalle, le théoréme ne se généralise pas. Par exemple, si 'on considére
la fonction « définie » par le graphe suivant, elle est bijective et continue sur son intervalle de définition, mais
son application réciproque n’est pas continue en 1 :
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y=F1(x)
3 -
y=f(x)
2 - 2.5 -
15 - 2
1= 1.5 -
0.5 - 1-
0 | | | | | | 0.5 -
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
O 1 1 1 I
0 0.5 1 1.5 2
Remarque(s) 98 : 1. Si f est continue sur un intervalle I, f(I) est donc un intervalle. Mais rien ne dit & priori
qu’il contienne ses bornes ni qu’elle admette un maximum ou un minimum :
(a) si f(z) ==, (b) si f(z) = arctan(z), (c) si f(z) =3,
alors f(R) = R, alors f(R) = |-%, 2], alors £(]0,1]) = [1, +oo].

Théoréme 10.2.33 (des bornes) : Soit f € C(I,R). On suppose que I est un segment [a,b]. Alors f est
bornée sur [a,b] et elle y atteint ses bornes :

3(u,v) € 0,0, f([a,b]) = [f(w), f(V)]-

Démonstration : Commengons par remarquer que par la théoréme des valeurs intermédiaires, f([a,b]) est un
intervalle. Notons 8 sa borne supérieure. Alors, il existe (yn)n>0 une suite d’éléments de f([a, b]) telle que y,, = B.
n—r

Mais comme ce sont des éléments de f([a,b]),
Vn € N, 3z, € [a,b], f(xn) = yn.

La suite (Zn)n>0 est bornée, donc par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, elle admet une suite extraite convergente,
notons-la (&, n) )n>0, qui tend vers une limite u, appartenant a [a, b] par passage  la limite dans les inégalités. Alors,
comme f est continue en u,

Yo(n) = f(l‘cp(n)) njm f(u)

mais (Y, (n))n>0 est une suite extraite de (yn)n>o donc elle tend aussi vers . Ainsi, 8 = f(u) et 'on procéde de
méme pour la borne inférieure.
|

Remarque(s) 99 : Ce théoréme en contient deux : le fonction f est bornée (ce qui est souvent le plus utile dans

les exercices théoriques) et la fonction f atteint ses bornes (ce qui est utile lorsqu’on recherche un maximum ou un
minimum d’une fonction).

Exemple(s) 151 :

151.1 Montrons qu’une fonction continue et périodique sur R est bornée. En effet, par 1é théoréme des bornes, f est
bornée sur [0, P], ot P est sa période et comme elle est périodique, f(R) = f([0, P]).
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151.2 Soit f: R4 — R une application continue et surjective. Montrons que f s’annule une infinité de fois.
Comme f est surjective, il existe a € Ry tel que f(ao) = 0. Par le caractére borné des fonctions continues sur un
segment, on a alors que f([0, ao]) = [i, s] est un segment. Comme f est surjective, il existe alors by et co tels que
f(bo) =i—1et f(co) = s+ 1. Par définition de 7 et s, bo > ao et co > ag. Le théoréme des valeurs intermédiaires
nous assure alors l'existence d’'un a1 > ag tel que f(a1) = 0. On itére alors 'opération, ce qui nous donne pour
tout n € N:

ap < ap < -+ < Qn, f(ao):f(al):---:f(an)zo.

La fonction f s’annule donc une infinité de fois.

10.3 Dérivabilité

10.3.1 Définition et premiéres propriétés

Dans la suite, I est un intervalle de R d’intérieur non vide. Rappelons que :
Définition 10.3.60 : Soit f: I — R. Soit zo € I. On dit que f est dérivable en o si :

o @) = Fa0)

=T r — To

existe. On la note alors f'(xo). On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout o € I.

Remarque(s) 100 : On peut également prendre des limites & droite ou & gauche. on parle dans ce cas de dérivée a
droite ou & gauche.

Exemple(s) 152 :

152.1 Les fonctions polynomiales, exp, In, cos, sin sont dérivables sur leur domaine de définition (de dérivées que vous
connaissez).

152.2 La fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0 : en effet, son taux d’accroissement admet des limites différentes
& gauche et & droite en 0. Elle y admet cependant des dérivées & droite et a gauche.

152.3 La fonction
zxsin (L) si x#0
f@)—{ (&)

0 sinon.

f@ﬁigw)zﬁn(é>

n’est pas dérivable car, si x # 0 :

n’admet pas de limite en 0.
152.4 La fonction :
x> Xsin(i), z#0
flx) =

"~ )0 sinon
est dérivable en 0, de dérivée f'(0) = 0. En effet, si z # 0 :
M:mxsin(x)—ﬂ)
z—0 z—0

par le théoréme des gendarmes.

Propriété(s) 10.3.63 : Soit f: I - R, zo € I. Alors f est dérivable en g de dérivée 6 = f'(z0) si et seulement si :

f(@o+h) = f(xo) + f'(z0) x b+ 00(h).
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Démonstration : 11 s’agit essentiellement de poser h = x — xo, puis de procéder par double implication.

Remarque(s) 101 : 1. En particulier, si f est dérivable en zo, elle est continue en zg.
2. La fonction partie entiére n’est donc dérivable en aucun point entier relatif car elle n’y est pas continue.

3. Attention cependant, il est possible qu’une fonction soit continue en un point mais qu’elle n’y soit pas dérivable,
comme le montre la fonction valeur absolue ou

f(x):{gxsin(i) si z#0

sinon.

Nous allons maintenant démontrer les propriétés algébriques de la dérivation, c’est-a-dire :

Propriété(s) 10.3.64 : Soit f et g deux fonctions a valeurs dans R, dérivables sur I et k € R, alors

1. f+ g est dérivable sur I et (f +g)' = f' +¢'.

2. k.f est dérivable sur I et (k.f) = k.f'.

3. fxgestdérivablesur T et (f xg) =f xg+fxg.

4. Si g ne s’annule pas sur [ alors f/g est dérivable sur I et :

(j>/_ f'xg—g xf
g 9°

5. Siu:J D f(I) = R, est dérivable sur J, alors u o f est dérivable sur I et (uo f) = (u’ o f) x f'.
6. Si f: I — J est bijective et dérivable, et pour = € I, f'(x) # 0 alors f~! est dérivable en y = f(z) € J et :

Démonstration : Dans toute la preuve, nous omettrons le 0 en indice des « petit et grands o ». Soit z¢ € I. Alors,
comme f et g sont dérivables sur I, on a :

f(@o+h) = f(wo) + h x f'(x0) +0(h), g(xo+h)=g(zo)+h x g'(x0) + o(h)
1. On en déduit :
f(@o +h) + g(zo + h) = f(x0) + g(xo) + h x (f'(x0) + ¢'(x0)) + o(h) + o(h)
=o(h)

donc f + g est dérivable en xo, de dérivée f'(xo) + ¢’ (zo)
2. c’est un cas particulier de 3,
3. Ona:
fzo+h) x g(zo + h) = (f(zo) + h x f'(z0) + o(h)) x (9(z0) + h x g'(z0) + o(h))
= f(@o) x g(x0) + (f(wo) x ¢'(x0) + f'(z0) x g(x0)) x h+ O(h?) + o(h) x O(h) + O(h) x o(h)

=o(h)

donc f + g est dérivable en zo, de dérivée f(zo) X g'(x0) + f'(z0) X g(o).
4. On a déja vu au moment des fonctions complexes que cette formule est une conséquence de la précédente.

5. 11 s’agit ici de remarquer que u est dérivable en f(z) donc que, pour k au voisinage de 0 :
u(f(zo) + k) = u(f(z0)) +u'(f(x0)) x k + o(k).
On en déduit :
u(f(zo + h)) = u(f(wo) +h x f'(zo) + o(h)) = u(f(z0)) +u'(f(z0)) x (h x f'(z0) + o(h)) + o(O(h))

Donc u(f(zo + h)) = u(f(z0)) +h x v (f(z0)) X f'(z0) + o(h). Le fonction u o f est dérivable en z¢, de dérivée
w'(f(w0)) X f'(x0).
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6. Soit (y,%0) € J?, y # yo. On pose yo = f(zo0) et y = f(z). On a :
f o) — () To—T

Yo—y — fwo) — flx)

mais comme x = f~'(y) et comme f est continue (car dérivable), bijective sur I'intervalle I, f~' l’est aussi donc
lorsque y tend vers yo, x = f~*(y) tend vers zo = f~(x0) donc comme f’(z0) # 0 :

S yo) = f'y) . wmo—= 1 1

Yo —y Fl@o) = F(@) v=so Fl@o)  FUCH o))

10.3.2 Propriétés des fonctions dérivables

Définition 10.3.61 : Soit a € I. On dit que a est un :

1. mazimum local pour f s’il existe un voisinage V de a tel que :
VeV, f(z)<f(a)

2. minimum local pour f s’il existe un voisinage V de a tel que :
veeV, f(z)=f(a)

8. est un extremum local si c’est un minimum ou un mazximum local.

Exemple(s) 153 :

153.1 0 est un minimum local (et global) pour la fonction définie sur R par f(z) = 2.

153.2 La fonction définie sur R par f(x) = 2® — 32 + 1 admet en —1 un maximum local mais pas global et en 1 un
minimum local mais pas global :

20 T T T T T

15 B

10 1

x3-3*x+1
o
T
1

210 F B

.15 B

20 ! ! i ! !

Propriété(s) 10.3.65 : Soit f : [a,b] — R une application dérivable sur ]a, b[. Si ¢ €]a, b[ est un extremum local de
f, alors f'(c) = 0.

Démonstration : Supposons par exemple que ¢ est un maximum local. Alors, il existe un voisinage de ¢ (qui contient
des réels de I inférieurs et supérieurs a ¢ comme ¢ €]a, b]) tel que : Vz € V,  f(z) < f(c¢). On en déduit :
veevA— oo, L@ IO S0 o veevae 1o, 1@ IO g
T —c T—c
en passant & la limite & gauche, puis & droite et en utilisant que le taux d’accroissement admet une limite en ¢, on
en déduit f'(c) > 0 et f'(c) <0 donc f'(c) = 0.
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Remarque(s) 102 : 1. Attention, il est possible que la fonction f admette une dérivée nulle en un point mais que

ce ne soit pas un extremum local, comme le montre 'exemple de la fonction définie sur R par f(z) = z2.

2. Attention aussi aux bornes, qui ne sont pas « vues » par le théoréme. La fonction f : z € [0,1] — x admet par
exemple un maximum et un minimum aux bornes de l'intervalle, et sa dérivée ne s’y annule pas.

3. Ce théoréme nous donne une fagon de limiter le nombre de points a traiter lorsqu’on cherche un maximum ou
un minimum d’une fonction.

Théoréme 10.3.34 (Rolle) : Soit a < b deux réels. Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable
sur |a,b[. On suppose que f(a) = f(b). Alors :

Jc €la,b], f'(c) =0

Démonstration : Par le théoréme des bornes, la fonction f admet un maximum et un minimum sur [a,b]. Si ce
sont les mémes, la fonction est constante et sa dérivée est nulle sur tout 'intervalle. S’ils sont différents, comme
f(a) = f(b), au moins un des deux est a l'intérieur de 'intervalle. Par la propriété précédente, la fonction dérivée
s’annule alors en ce point.

Remarque(s) 103 : N’oubliez pas que la fonction doit étre continue sur [a,b] (et non ]a,b[), comme le montre la
fonction définie par :
Vee[0,1], f@)=a - |z).

Elle est continue et dérivable sur |0, 1[, de dérivée constamment égale a 1.

Exemple(s) 154 :
154.1 La dérivée d’une fonction périodique dérivable sur R s’annule au moins une fois par période.
154.2 On peut utiliser plusieurs fois successivement le théoréme de Rolle. Par exemple si f : [a,b] — R est deux fois
dérivable et vérifie, pour ¢ €]a, b|, f(a) = f(c) = f(b) montrons que :
3d €a, b, f"(d)=0.

Démonstration : On utilise le théoréme de Rolle deux fois successivement :

(a) La fonction f est dérivable sur [a,b] donc dérivable sur |a,c|, continue sur [a,c| et dérivable sur |c,b],
continue sur [c¢,b]. De plus, f(a) = f(c) et f(c) = f(b) donc par le théoréme de Rolle (appliqué deux
fois) :

Jz €la,cf, f'(x)=0, Jyeleb], f(y)=0.

(b) La fonction f’ est dérivable sur [a, b] donc dérivable sur |z, y[ et continue sur [z, y]. de plus, f'(z) = f'(y)

donc par la théoréme de Rolle :
3d €]z, y[Cla, b, (") (d)=0.
|

154.3 Parfois, on a besoin d’une fonction auxiliaire pour appliquer la théoréme de Rolle. Pour la trouver, I'idée est
de « remplacer le ¢ » par une variable dans I’expression demandée, d’en chercher une primitive puis de choisir
la constante pour que la fonction vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle. Par exemple, soit f : [0,1] — R
continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1[. On suppose que f(1) = 0. Montrons que :

c€]0,1], cf'(c)+ f(c) =0.

Démonstration :

(a) Au brouillon : la méthode pour trouver une fonction auxiliaire donne g(z) = z f(z) + C et la condition
f(1) =0 donne C' = 0.

(b) Sur la copie : considérons la fonction définie sur [0,1] par g(z) = =z f(x). Alors : g est continue sur
[0,1] et dérivable sur ]0,1[ car f l'est et g(0) = 0 et g(1) = f(1) = 0 donc par la théoréme de Rolle,
Jc €]0,1[, ¢'(c) = 0 c’est-a-dire :

3c€]0,1], cf'(c)+ f(c)=0.
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|
Théoréme 10.3.35 (égalité des accroissements finis) : Soit f : I — R et (a,b) € I?, a < b. On
suppose que f est continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[. Soit Alors :
Je €la,b], f(b) — fla) = f'(c) x (b~ a).
Démonstration : Considérons la fonction? définie par :
b) —
veelat, o) =@ - IO 0 g
Vérifions les hypothéses du théoréme de Rolle :
1. g est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ car f Dest,
2. g(a) = f(a) = g(b).
Donc par le théoréme de Rolle,
Seclatl, (- TOZI g -0
c’est-a-dire :
Je €la,b,  f(b) = fla) = f'(c) x (b—a).
|

Exemple(s) 155 :
155.1 La premiére utilisation de ce résultat est qu’il justifie le lien entre dérivée et monotonie : soit I un intervalle et

f : I — R, continue sur I, dérivable sur I. On a :

f >0sur ; <= f croissante sur [

f <0sur IO <= f décroissante sur [/

f =0sur I <= f constante sur

f'>0sur } => [ strictement croissante sur I
f < 0sur } =  f strictement décroissante sur [

155.2 L’égalité des accroissements finis permet aussi de démontrer des inégalités : montrons par exemple que :

Vx >0, < arctan(z) < z.

x
1422

2. Que 'on peut trouver par la méthode de ’exemple précédent
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En effet, I'inégalité est clairement vraie si x = 0 et si  # 0, en utilisant ’égalité des accroissements finis & la
fonction continue sur [0, x|, dérivable sur |0, z[ :

x
14+ ¢2

Jc €]0,z[, arctan(x) = arctan(z) — arctan(0) = arctan’(c) x (z — 0) =

et il reste a remarquer que, comme c €]0, z :

1 < 1

< 1.
14+ 22 14+¢2

Définition 10.3.62 : Soit f: I — R une application. Soit k € R. On dit que f est k-lipschitzienne sur I si :

V(z,y) € I*, |f(x) — f(y)| <k x|z —yl|

Propriété(s) 10.3.66 : (Inégalité des accroissements finis) Soit f une fonction réelle continue sur [a, b], dérivable sur

]a, b[. On suppose que |f’| est majorée par k sur |a,b[. Alors f est k-lipschitzienne sur [a, b].

Démonstration : Soit (x,y) € I>. Alors, par ’égalité des accroissements finis :
deel, fl)— fly)=f(c)x(x~y)

on en déduit :
|f(@) = f)] = f ()] x |z —y| <k x|z —yl.

Exemple(s) 156 :

156.1 Soit (z,y) € R?, z,y < 2. Alors :
2

le® —e¥| <e” x|z —y|

il suffit de remarquer que, si f(zx) = e”, |f'(z)| = ¢ < €* pour tout = < 2.
156.2 Pour tout (z,y) € R?,
| arctan(x) — arctan(y)| < |z — y|

car pour tout réel z, arctan’(z) = ﬁ < 1.

Théoréme 10.3.36 (de prolongement de la dérivée) : Soit f une fonction continue sur I, dérivable
en tout point de I\ {a}. On suppose que f’' admet pour limite | en a. Alors :

@)= 1) _,

autrement dit, f est dérivable en a, de dérivée .
Démonstration : Par le théoréme des accroissements finis, que 'on peut appliquer car f est continue sur I et
dérivable en tout point de I \ {a} si z # a est un élément de I,

de, €] min(z, a), max(z,a)[N],

notons en particulier que |c; —a| < |z — a|. Donc ¢, tend vers a lorsque z tend vers a. Comme f’ tend vers [ lorsque
x tend vers a, par théoréme de composition des limites, f'(c,) tend vers [ lorsque x tend vers a. Donc :

f@) - 1@

r—a r—a
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Exemple(s) 157 :
157.1 La fonction f: Ry — R définie par :

_ J2® xIn(z) si z#0
f(x)_{() si =0

est dérivable sur R,. En effet, elle est continue sur R4 par théoréme de comparaison, elle est dérivable sur RY,
et toujours par comparaison :

vz eRy, f'(z)=2zxIn(z)+z — 0.
z—0t

10.3.3 Fonctions de classe C"

Définition 10.3.63 : Soit I un intervalle de R d’intérieur non vide. Soit n un entier naturel non nul. On dit que f

est de classe C" sur I si f y est n fois dérivable et que f*, sa dérivée n-ieme, est continue sur I. Si f est de classe
C™ pour tout n, on dit qu’elle est de classe C*™.

Exemple(s) 158 :

158.1 La fonction définie par :
() = z? xsin(2) si x#0
9 o si =0
est dérivable sur R, de dérivée non continue en 0. En effet, par le théoréme des gendarmes,
— 1
7][(@ 7(0) = x X sin (7) — 0

x—0 T ) =z—0

et pour tout z # 0 :

. 1 1
f(z) =2z x sin (7) — cos< )
xT x
—_——— N——
— 0 n’a pas de limite en 0
z—0

Il existe de méme pour tout n non nul des fonctions n fois dérivables, de dérivée n-iéme non continue. Formel-
lement, pour en construire une, il suffit de « primitiver » n — 1 fois I’exemple précédent.

158.2 Soit n € N*. La fonction définie par :
" si x>0
flx) = { .

0 si <0

est par une récurrence immédiate de classe C"~Y) sur R, de dérivée (n — 1)-iéme

f("’l)(:v) _ {n! X x s% z>0

0 si <0

mais elle n’est pas n fois dérivable : le taux d’accroissement de f ("=1) en 0 tend a droite vers n! et a gauche vers
0.

Si 'on note D™ ’ensemble des fonctions dérivables sur I, on a donc les inclusions suivantes, dont chacune n’est pas une
égalité :

C(I)2DI)2C (1) 2---2D"(1) 2C"(1) 2--- 2C(I).

= =

Propriété(s) 10.3.67 : Si f et g sont des fonctions de classe C™ sur un intervalle I & valeurs dans R, si k € R et si
h est de classe C™ sur un intervalle J D f(I), alors
1. f+ g est de classe C" sur I,
2. k.f est de classe C™ sur I,
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f x g est de classe C" sur I,
si g ne s’annule pas sur I, g est de classe C" sur I,
ho f est de classe C" sur I,

si f est strictement monotone sur I et f’ ne s’annule pas sur I alors f~' est de classe C" sur I.

SEEEANE

Démonstration : 11 s’agit & chaque fois d’une récurrence bien posée. Montrons par exemple la propriété qui concerne
la composition. Montrons par récurrence sur n que :

Pour toute fonctions f et h de classe C™ sur I (resp. J D f(I)) ho f est de classe C".
C’est vrai pour n = 1, c’est le résultat de dérivation et le fait que f' x h’ o f est continue car f’, b’ et f le sont.

Pour I’hérédité, on remarque que, si f et h sont de classe CV 1 alors :

(hof) =f xMof

est de classe CV en utilisant I’hypothése de récurrence pour les fonctions de classe CY k' et f et le fait que le produit

de fonctions de classe CV est de classe CV.
[ ]

Exemple(s) 159 :

159.1 La fonction exponentielle est infiniment dérivable sur R, de dérivée n-iéme : exp<"> = exp,

159.2 Les fonctions cos et sin sont infiniment dérivables sur R, de dérivée n-iéme :

sin(x) sin=4k cos(z) sin=4k
sin™ (z) = cos'(m) S? n=4k+1 et cos™(z) = sin(x) s? n=4k+1 .

—sin(z) sin=4k+2 —cos(z) sin=4k+2

—cos(z) sin=4k+3 sin(z) sin=4k+3

159.3 On en déduit que la fonction tangente, puis les fonctions logarithme et trigonométrique réciproque sont infiniment
dérivables sur leur domaine de dérivabilité.

159.4 Les fonctions polynomiales sont infiniment dérivables sur R : il suffit en effet par les théorémes généraux de le
montrer pour les fonctions monoémes :

vk e [0,n], (@)Y= ——x xa Vezn+1, (z")® =0,

Théoréme 10.3.37 (formule de Leibniz) : Soit f et g deuz fonctions n fois dérivables sur I, alors

=35 (2) o

k=0

Démonstration : Sin = 0, c’est clair. Traitons 'hérédité. Si la formule est vraie pour n € N fixé, alors :

(fg)(n-H) _ <i <Z> f(lc) g(n—k)>l _ i <Z> (f(k_H) g(n_k) + f(k) g(n—k+1))

k=0 k=0
n n+1
n n n n n— n+1 ntl—
_ f( +1) g(o) +f<o>g( +1) +Z ((k— 1) + (k)) f(k) g( k+1) _ Z ( . >f(lc>g( +1-k)
k=1 k=0

=("2’1) Pascal

Remarque(s) 104 : Notez que 'on peut retrouver la formule du bindme de Newton a partir de cette formule en

prenant f(x) = exp(az) et g(z) = exp(bx).

Exemple(s) 160 :
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160.1 Calculons la dérivée n-iéme de la fonction définie sur R par :
fl@) = (2 + 1) exp(22)

par la formule de Leibniz, on a :

n

™ (z) = Z (:) (2 + 1P exp22) ™™™ = (42 +4zn+n® —n+4)2" "2 exp(22).
k=0

10.3.4 Convexité

Définition 10.3.64 : Soit f une fonction définie sur I et a valeurs dans R. On dit que f est convexe sur I si :

Y(a,b) € I, YA € [0,1], F((1 =N a+Ab) < (1—=X) f(a)+ X f(b).

Remarque(s) 105 : 1. Sil’on remplace l'inégalité < par >, la fonction f est dite concave que I.

2. Graphiquement, ceci signifie que f que tous les points du segment [(a, f(a)), (b, f(b))] sont au-dessus du graphe
de f.

3. Si l'on souhaite montrer qu’une fonction est convexe, les cas a = b, A = 0 et A = 1 de la définition sont toujours
vrais. De plus, quitte & remplacer A par 1 — A, les roles de a et b sont interchangeables. Il suffit donc de vérifier
que pour a < b et A €]0,1] 'inégalité est vérifiée. Dans ce cas, il est alors souvent utile de noter :

c—a
b—a

c=1-XNa+Ab<= =

et avec cette notation, A €]0, 1] se traduit par a < ¢ < b et I'inégalité de la définition se ré-écrit :

Propriété(s) 10.3.68 : (inégalité des pentes) Une fonction f définie sur I et a valeurs dans R est convexe si et

seulement si, pour tout a < ¢ < b trois points de [ :

£(0) = fla) _ () = fla) _ F(O) ~ f(c)

~ ~
c—a b—a b—c

Démonstration : Par la remarque précédente, montrer que f est convexe sur I revient & montrer que pour tous

a < c<bpoints de I :
b—c c—a

fe) € =2 fla) + 5= £0).

Mais cette inégalité équivaut a :

f(c) — f(a) < Z:;f(a)Jr g:Zf(b) — f(Ci:(}:(a) < f(bl)):(J:(a)
ou encore a : b_ e c—b f(b) _ f(c) f(b) _ f(a)
(&) = f0) < f— fla) + s — f(b) = =510 > Lot

Propriété(s) 10.3.69 : Soit f: I — R une fonction dérivable sur I. Alors :

! .
f est convexe <= f' est croissante.
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Remarque(s) 106 : 1. Dans la démonstration de I'implication directe, on verra de plus que si f est convexe, le
graphe de f est au-dessus de ses tangentes c’est-a-dire :

\Vaelveel, f)>f(a)(@—a)+f(a).|

2. En particulier, si f est deux fois dérivable sur I :

‘f est convexe sur [ <= Vz €I, f"(z)>0. ‘

C’est presque toujours cette caractérisation que ’on utilisera pour montrer qu'une fonction est convexe.

Démonstration : Supposons f convexe sur I et soit a < b. Si a =b, f'(a) = f'(c). Sinon, soit c tel que a < ¢ < b.
Alors, par l'inégalité des pentes :

fle) = fla) _ f(b) = f(a) _ fle) = F(b)

~ ~
c—a b—a c—b

Mais alors, comme f est dérivable en a et en b, par passage & la limite dans la premiére inégalité puis dans la

deuxiéme :
b) — f(a
fa) < M < f()
—a
la fonction f’ est donc croissante (et son graphe est toujours au-dessus de ses tangentes).
Réciproquement, si f’ est croissante et a < ¢ < b sont trois points de I, comme f est dérivable sur I, par 1’égalité
des accroissements finis, il existe di €]a, c[, d2 €]c, b[ tels que :

ooy fle)— fla) roay _ F(b) = fe)
f (dl) = ﬁ et f (d2) = ?
mais d; < d2 donc comme f’ est croissante :
f(ci — g(a) < f(bl)) — f(c) > f(c) < 2_ Z f(a) + g: Z f(d)

donc f est convexe sur I.

Exemple(s) 161 :
161.1 La fonction exponentielle est convexe car sa dérivée seconde est positive. Donc, pour tout (a,b) € R? :

L et +eb
€ R
2

161.2 Nous allons montrer que, pour tout a,b > 1 :

In (a;b) > +Vlina Inb.

(a) Le fonction f(x) = In(In(z)) est concave sur |1, +oo[. En effet

1 1

(@) = S22 In(z) g2 In?(x) SO

Donc, si a,b>1:

2 2

I'inégalité recherchée s’obtient alors en appliquant la fonction exponentielle qui est croissante a ’égalité.

" (m (a-i— b))  In(in@) +(n®) _ ) p
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10.3.5 Extension aux fonctions complexes.

Nous avons déja vu que les théorémes généraux de dérivation s’étendent facilement aux fonctions de la variable réelle a
valeurs complexes via la régle de calcul :

Veel, f(x)=Re(f)(z)+Im(f) ()i

Il faut cependant faire attention pour les théorémes qui concernent les propriétés des fonctions dérivables. Par exemple, le
théoréme de Rolle est faux, comme le montre la fonction :

f:0e0,27] el ecC
qui est continue sur [0, 2 7], dérivable sur ]0,2 7|, vérifie f(0) = f(27) = 1 mais :
Vo €]0,2x], f'(8) =ie'? #o.

Cependant, certaines applications de ces théorémes sont encore vraies, par exemple, en utilisant le résultat réel sur ses

o
parties réelles et imaginaires si f : I — R est dérivable sur I :

o
f ' =0sur I <= f constante sur I.

De fagon moins triviale :
Théoréme 10.3.38 (inégalité des accroissements finis pour les fonctions complexes) : Soit a <
b et f: [a;b] = C une application continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[. On suppose qu’il existe une
constante k telle que :
Va €la,b], |f'(z)| < k.

Alors f est k-lipschitzienne :
V(z,y) € [a,0], [|f(z) = fy)l <k xlz—yl.

Démonstration : Si f(z) = f(y), il n’y a rien a faire. Sinon, soit § un argument de f(z)— f(y). Alors : f(z)— f(y) =
e’ x |f(z) — f(y)|. Alors : si I’on pose : _

g(t) = Re(e™"? x f(t))
la fonction g est réelle, a valeurs réelles, et vérifie les hypothéses de I'inégalité des accroissements finis car la partie
réelle d’une fonction complexe dérivable est par définition dérivable. De plus :

9/ (O] = [Re(e™" x f/)) <[ x f/(O)] = If (W) < k

donc :

[f(x) = f(y)l = Re(e™"" x (f(y) = f(2))) = g(y) — g(z) <k x |z —yl.

10.4 Développements limités

10.4.1 Deéfinition et premiéres propriétés

Dans tout le paragraphe, on notera simplement o pour oy et O pour Op.

Définition 10.4.65 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, a valeurs dans R, soit n € N et soit x¢ € I,
on dit que f admet un développement limité a ordre n en xo, si, il existe des réels (ao,...,an) € R tels que :

f(zo+h) :Zakhk—l—o(h"):ao+a1h+---+anh"+o(h").
k=0

On peut aussi écrire :
n

F@) = ak (2 —w0)" + 0z ((z —20)").

k=0

Propriété(s) 10.4.70 : Si f posséde un développement limité a ordre n en o, alors celui-ci est unique.
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Démonstration : Supposons connus deux développements distincts, on a alors :

f(zo+h) = Zakh + o(h™) Zbkh’“ + o(h™).
k=0
Comme les deux développements sont supposés distincts, on peut introduire :

p=min{k € [0,n], ar # br}.
On a alors, lorsque h # 0 :

n

ap—by= Y (bx —ax) K"+ o(h"7) —0.
k=p+1 -
Donc; ap = by, ce qui est absurde par définition de p.

Remarque(s) 107 : 1. On en déduit que, si f, définie sur un voisinage I de 0, admet un développement limité en
0 & 'ordre n et que de plus :

(a) f est paire alors, les coefficients impairs du développement limité seront nuls ;

(b) f est impaire alors, les coefficients pairs du développement limité seront nuls.
2. f admet un développement limité a 'ordre O en zg si, et seulement si, f est continue en xg
3. f admet un développement limité a l'ordre 1 en z si, et seulement si, f est dérivable en xg

4. En revanche, l'existence d’un développement limité d’ordre n > 2 au voisinage de x¢ ne garantit rien de plus
que la dérivabilité en zo! En effet, la fonction définie par :

2" gin (L iz
f(m):{ sn(zn), six #0

0, sinon,

admet un développement limité & I'ordre n en 0 est continue et dérivable sur R mais n’est pas de classe C* en 0

Exemple(s) 162 :
162.1 Pour tout n € N, on a :

(1—2) ka =1—z""
=0

on en déduit immédiatement le développement limité & 'ordre n en O :

1 LI
Lo 3t o)
k=0

162.2 De ce développement limité, on déduit :

10.4.2 Théorémes d’existence

Théoréme 10.4.39 (primitivation de développements limités) : Supposons que f admette en zo un
développement limité a l'ordre n :

f@o+h) =) arxh* +o(h").

k=0

Soit F' une primitive de f. Alors F' admet un développement limité a ordre n + 1 en xo :

F(zo + h) = F(zo +Z

T hk+1 +o (hn+1) )
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Démonstration :

: On pose :

G(h) = F(zo + h) — F(xz0) — Y

alors par définition, G est dérivable, G(0) =0 et

% hk+1

G'(h) = f(zo+h) — Zakxh = o(h™).

Mais, par I’égalité des accroissements finis, si h # 0

Jep, €] min(0, h), max (0, h)[
Mais par définition, ¢, =

=G(h) — G(0) = G'(cn) x h
qui est exactement le résultat attendu

(h) donc G’ (cn) = o((O(h))™) = o(O(h™)) = o(h™) et I'on en déduit : G(h)
Exemple(s) 163 :
163.1 Ce théoréme nous donne le développement limité a ’ordre n en 0

n

ln(l—i—m)zzﬂ

. x 2" + o(x™)
k=1
163.2 Ainsi que, comme
1 Ln;lJ
k k
N Ty
k=0
Ln;l (71)}@
arctan(z) = hl 2 F 4 o(z™)

k=1

Théoréme 10.4.40 (Taylor-Young)

et soit xo € I, alors

Soit f une fonction n fois dérivable (n € N) sur un intervalle I

f(zo+h) = Zf (o)

ou, encore :

¥+ o(h™),

X (2 = 20)" + 0y ((x — 20)")
Démonstration :

Procédons par récurrence sur n. Si n = 0, il s’agit d’une caractérisation de la continuité en 0. Soit
maintenant n € N fixé et f une fonction f n 4+ 1 fois dérivable sur un intervalle I contenant xo. Posons

L g
G(h) = f(zo + h) — Zf (o)

alors la fonction G est dérivable sur I et vérifie

n+1
G'(h) =

n (k)
f'(xo+h) — Zf P = f(wo + h) — 7(f)k'(m0)><hk.
k=0 ’
donc par ’hypothése de récurrence appliquée a la fonction f

5 i . qui est n fois dérivable : G'(h) =
théoréme de primitivation des développements limités, on en déduit
n+1 k)
f< o n
P+ h) = S0 LU hk = Gy = G(0) + oth ) =
k=0

o(h™). Par le

ce qui achéve de montrer ’hérédité

o(h"™ 1)
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Remarque(s) 108 : 1. Attention! Contrairement au théoréme précédent, pour que celui-ci soit vrai, il est nécessaire
que la fonction f soit n fois dérivable.

2. A condition que la fonction f soit n fois dérivable, il est donc possible de dériver un développement limité a
Pordre n. Mais c’est un résultat non trivial (il utilise ce théoréme) et faux sans ’hypothése que f est n fois
dérivable.

De ce théoréme, on déduit les développements limités classiques :

Exemple(s) 164 :

164.1 La fonction exponentielle a un développement limité a ordre n en 0 (les autres s’en déduisent a l'aide de la
relation e®0th = %0 x ) :

e :ZH+O(IE ).
k=0

164.2 De méme pour les fonctions sinus et cosinus, au voisinage de 0 :

=5 e
sin(z) = (-1)F x @ETD +o(z"),
k=0
et
L5] . 22k
cos(z) =) (—1)" x 28 +o(z™)
k=0
164.3 Profitons pour donner ceux, plus faciles, des fonctions ch et sh :
L5 g2 R+
h(z) = —_ "
sh(a) ST o)
k=0
et
L5] L2F
ch(z) = 2h) + o(z™)
k=0
164.4 Enfin, au voisinage de 0, pour o € R :
n k41
14+=z)*=1+ ax Xli? + )xxk—i—o(a}n).
k=1 :

164.5 Cherchons enfin un développement limité & 'ordre 5 de la fonction tangente en 0. Comme elle est impaire et
tan’(0) = 1, il existe des réels a, b tels que

tan(z) = z 4+ a x 2° + b x 2° + o(z”)
mais tangente est 5 fois dérivable donc tan’ admet pour développement limité en 0 :
tan’(z) =14+ 3a x 2> +5b x z* + o(z")
Enfin, tan’ = 1 + tan? donc :
143axz”+5bxa’ +o@") =1+ @ +axa®+bxa’+o0®)’ =1+2>+2az" +o(z?)

et 'on en déduit par unicité du développement limité : a = % et b= % Donc :

tan(z) = = + %x?’ + 135 z° + o(z”).

Vésale Nicolas VH


http://lyceehugobesancon.org/prepaslvh/

Page 198/265 2025 — 2026

10.4.3 Calculs pratiques

La formule de Taylor est souvent la pire méthode pour calculer un développement limité. Elle réclame le calcul de dérivées,
ce qui est un calculs particuliérement laborieux. Le plus simple est presque toujours de procéder « par opérations ». Voyons
comment faire sur des exemples :

1. Les combinaisons linéaires de développements limités sont particuliérement faciles & faire :

Exemple(s) 165 :

165.1

165.2

165.3

sin®(z) = 1 (1 —cos(2z)) = 1 (1—=cos(2z)) = 1 22°% — gm4 +o(z°) ) =2 — 1:34 + o(z®).
2 2 2 3 3
2 4 2 4
cos(a:)—\/1—1’2:1—%—4—;—4—1+%+g1’4+0(w5)= %+o(az5)

sin(a 4+ h) = sin(a) X cos(h) + cos(a) x sin(h)

_sin(a) 2 cos(a)

3 3
5 5 xh’+o(h”).

= sin(a)x <1 - %2 + o(h3)) +cos(a)x (h - %3 + o(hs)) = sin(a)+cos(a)xh

2. Pour le produit, pour s’éviter des calculs inutiles, il est important de connaitre la forme normalisée d’un dévelop-
pement limité :

\f(a+h)=hpx (a0+a1 xh+-+anp xh"P)+0(h"), ao#0

11 est utile de calculer I'entier naturel p (qu'on appellera valuation du développement limité) avant de se lancer dans
un produit. En effet, pour calculer le développement limité & ’ordre n du produit f X g, ou f et g ont pour forme
normalisée :

fla+h)=h? x(ap+a1 xh+---), gla+h)=h?Tx(bg+bi xh+-)

il suffit de calculer celui de f a ’ordre n — ¢ et celui de g a 'ordre n — p.

Exemple(s) 166 :

166.1

166.2

166.3

sin a pour valuation 1 en 0, il suffit donc pour calculer un développement limité & I’ordre 5 en 0 de sin® de
calculer celui de sin a 'ordre 5 —1=14:

z° ? z? ? z? z?
sin®(z) = (x — % + o(ac4)> =% x (1 s + o(ac?’)) =z x (1 -3 + 0(963)) =z° - 3 + o(z”).
Calculons un développement limité a ’ordre 8 en 0 de :

(ch(z) — cos(x)) x (sh(z) — sin(z))

Pour ceci, on remarque que le premier membre du produit a pour valuation 2 et le second membre du produit
3. Il suffit donc d’écrire le premier membre a ’ordre 8 —3 =5 et le second a 'ordre 8 — 2 =6 :

$3

ch(z) — cos(z) = * + o(z®) sh(z) — sin(z) = 3 + o(z%)

on en déduit :

5
% + o(z®).

(ch(x) — cos(x)) x (sh(z) — sin(@)) = 2° x (1 + o(c®)) x (é + 0(x3)> _

Calculons un développement limité a l’ordre 5 en 0 du produit :
(tan(z) — z) X (cos(z) — 1)

le premier membre du produit a pour valuation 3 et le second pour valuation 2, il suffit donc d’écrire les
développements limités :

on en déduit :

(tan(z) — ) x (cos(z) — 1) = (% + 0(m3)> x (-% + 0(x2)> = —% +o(z).

VH
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3. Pour calculer un développement limité a l'ordre n du quotient f/g, ou f et g ont pour forme normalisée :
fla+h)=h? x(ap+a1 xh+---), gla+h)=h?Tx(bg+bi Xxh+-)

il s’agit d’écrire :
fla+h) nP71 , ot a Xh+---
gla+h) bo 1—%Xh+"'
N— —_—
(*)

puis, en utilisant le développement limité de 1/(1 — x), d’écrire un développement limité du quotient (x) a l'ordre
n— (p—q). Il s’agit donc d’écrire un développement limité de f a Pordre n — (p — ¢) +p = n+ ¢ et un développement
limité de g A Vordre n — (p—q) +¢g=n—p+ 2q.

Exemple(s) 167 :

167.1 Calculons un développement limité a ’ordre 4 en 0 du quotient :
sh(z) — sin(z)
ch(z) — cos(z)

pour ceci, il s’agit de calculer un développement limité & I’ordre 4 +2 = 6 du numérateur et un développement
limité & 'ordre 4 + 4 — 3 = 5 du dénominateur :

sh(x) — sin(z %+om6 14+ 0(® 1 5 s . X

167.2 Calculons un développement limité a ’ordre 3 en 0 de la fonction

sin?(x)
sh?(z)

pour ceci, on remarque que le numérateur et le dénominateur ont pour valuation 2, il s’agit donc de calculer
un développement limité & ’ordre 3 + 2 = 5 du numérateur et un développement limité & 'ordre 3—2+4 =15
du dénominateur. On a :

Donc :

sin?(z) 12 4 o(a®) _ (

sh’(z) 1+ 2 + o(a?) 1= - + O($3)> x (1 - g + 0($3)> =1- %wg + o(z?)

3

167.3 Calculons d’une autre fagon (moins efficace...) un développement limité & Pordre 5 en 0 de la fonction tangente :

sin(zx)
cos(x)

tan(z) =

la fonction sinus a pour valuation 1 en 0 et la fonction cosinus a pour valuation 0 en 0. Il s’agit alors d’écrire
un développement limité de sin & 'ordre 540 = 5 et un développement limité de cos a 'ordre 5—1+2x0=4:

23 2° 5 3 5 2 4 4
S
tane) = T2 TN (o B o)) x (14 G - T T o)

B 3 1 1 1 1\ 5 s
—x+(§*6>l‘ +(*I+Z*E+a)m +O(J§)

tan(x) =z + x—s + 2 z° + o(z®)
B 3 15 ‘

et ’on retrouve :
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4. Enfin, on peut composer des développements limités. Il y a un seul grand piége & éviter lorsqu’on effectue un tel
calcul pour calculer le développement limité de fog a I'aide de ceux de f et g en a, il faut que 4 Concernant
la prédiction des ordres, il faut remarquer que, si g est la valuation du développement limité de de f(g(z)) — f(a) en
g(a) et p celle de g en a (retenez que, contrairement & notre habitude, on écrit le développement limité de f avec un
dernier terme en O) :

Flgla+h)) =ao+agx BP*T x (bo+by X h4---) 4+ hP x (bg + by xh+---)“+0(h<““>“’)

N————
M =o(h(at1)xp—1)

(2)

(a) Par (1), il suffit d’écrire le développement limité de g & 'ordre n — (p X ¢) + p,
(b) par (2), il suffit décrire celui de f a l'ordre [7].

Exemple(s) 168 :
168.1 Calculons un développement limité a ’ordre 3 en 0 de :
1

1 — arctan(z)

On vérifie immédiatement que arctan(xz) = 0. Dans ce cas, p = 1 et ¢ = 1 donc il s’agit de composer les
développements limités :

3
1
arctan(z) = = — 4 o(z®) et T—== 1424 2°+2° + 0z

On en déduit :

;*1—1— a:—m—S—i—o(:cS) + x—m—g—i—o(x?’) 2—1— x—x—g—f—o(ac?’) 3—|—O(O(az)4)
1 — arctan(z) 3 3 3
1 2
=l4+az+z*+ (—54—1) 2+ o(a?) = 1+m+x2+§x3+o(a:3)
168.2 N’oublier pas de vérifier que g(a) = 0! Par exemple, calculons un développement limité en 0 a 'ordre 3 de :

1
1+ cos(x)
on aurait envie de procéder comme précédemment, mais cos(0) = 1 # 0! Heureusement, on peut écrire :

1
1+ cos(x)

1
_ l—cos(z)”

—EX
2 1 °

Dans ce cas, ¢ = 1 et p = 2 donc il suffit de composer les développements limités :

1 —cos(z) a° 1

T 3 L 2

3 —4+0(x )s T2 1+2+0(z%)

on en déduit : ) )
1 71 - 3 212 71 z 3
1+COS($)—2><(1+4+o(w)+0(0(x))>—2+8+o(m)

168.3 Terminons par un grand classique. Cherchons un développement limité a l'ordre 2 en 0 de

1
z

(1+=x)
encore une fois, cette expression nécessite une réécriture :

In(1 +1:)>

T

(1+z)* :exp(

Pécriture du développement limité In(1 + ) = z + ... nous montre que le quotient qui apparait ne tend pas
vers 0... il faut donc encore réécrire :

(1+x)%:exexp(W—1)
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Nous sommes maintenant dans les conditions d’utilisation de la composition de développements limités : ici,
p=1et g =1, il s’agit donc de composer les développements limités :

In(1 2 2
w—lz—g—i—%—i—o(m%, ezzl—Q—a:—i—%—i—O(x?’)

donc :

10.4.4 Applications des développements limités

Il existe au moins quatre applications des développements limités :

1. le calcul de limites : rappelons que f admet une limite en a si et seulement si elle y admet un développement limité
d’ordre 0. Il suffit donc de calculer un tel développement limité pour calculer une limite. Par exemple :

(1 —‘,—31:)é =e+o(l) donc (1 +:z:)% e
r—
2. la dérivabilité : un développement limité a ’ordre un implique une dérivabilité. Par exemple :
Ql+2z)r =e— ngro(a:)

donc si 'on prolonge par continuité cette fonction par la valeur e en 0, elle y est dérivable, de dérivée —e/2.

3. le calcul d’équivalents : vous verrez parfois dans un énoncé une question du type : « déterminez un équivalent simple
en a de la fonction f ». Une fagon de répondre est de remarquer que, si f admet en a la forme normalisée :

fla+h)=h'x (a0+ a1 Xh+--+an_p x K" F)+0(h"), ao alors |f(z)~aaox kP |

Par exemple, on a :

3 3
sin(z) — tan(z) = —% +o(z®) ~o —% et Vidz—vVi—-z=z+o0(z)~ozx

Dans tous les autres cas, il s’agit de se ramener & un calcul de développement limité. Par exemple :
1 1 1 1
In(1+z) —In(z) =1In (1 + 7> = — 4+ 0400 (7) ~ioo —-
T T T T
4. Eztremum locauz

Propriété(s) 10.4.71 : Soit f : [a,b] — R une fonction deux fois dérivable sur ]a, b[. Soit ¢ €]a, b tel que f’(c) = 0.
Alors :
(a) Si f admet en ¢ un maximum local, f”(c) > 0.
(b) Si f(c) > 0, f admet en ¢ un maximum local f.

Remarque(s) 109 : (a) La méme propriété reste valable dans le cas d’'un minimum local en « inversant » les
signes.

(b) si f”(¢) = 0, tout reste possible, comme le montrent les fonctions 3, z?, —z*.

Démonstration : Comme f est deux fois dérivable en c et f'(c) = 0, on peut écrire par la formule de Taylor-
Young :

c+h)— f(c

Hex M= IO _ ey +of1)

mais alors :

(a) si f admet en ¢ un maximum local, cette quantité est positive au voisinage de ¢ donc par passage a la limite
dans les inégalités, f"(c) > 0,
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(b) si f”(c) > 0, alors par la définition de la limite, W est positif sur un voisinage de ¢ donc f admet en
¢ un maximum local.
|

5. position locale par rapport a la tangente : un développement limité peut servir & positionner localement la courbe par
rapport & la tangente. En effet, si f vérifie, pour p > 2 a, # 0 et :

fl@) = f(a) + f'(a) x (x — a) + ap x (x — a)” + o((z — a)")
il y a trois cas :
(a) p est pair et ap > 0, la fonction est au-dessus de sa tangente en a au voisinage de a :

3 T T T
: 1-x
X2 x+1 ——

25 1

2 -
15 : .

1 -
05 | : —

0 1 | 1

-1 -0.5 0 0.5 1

X

(b) p est pair et a, < 0, la fonction est en-dessous de sa tangente an a au voisinage de a :

2 T T T
1-x
(-x2)-x+1 ——
15 | : .
1 -
0.5 e
ok
-0.5 + .
-1 1 1 1
-1 0.5 0 0.5 1

(c) p est impair, dans ce cas, f traverse en a sa tangente (on parle de point d’inflexion)

3 T T T

1-x
(-x3)-x+1 ——

25
2 4
15+ .
1k 4
05 |- .
o

-0.5 + -
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Chapitre 11

Dénombrement

11.1 Techniques de dénombrement.

11.1.1 Raisonnements par disjonction des cas

Pour compter des éléments d’un ensemble, F on peut procéder par disjonction des cas. Attention cependant
1. les cas considérés doivent s’exclure mutuellement
2. les cas considérés doivent étre exhaustifs (on doit toujours étre dans 'un des cas considéreés).

Dans ce cas, le nombre d’éléments de E est la somme des nombres d’éléments considérés dans chacun des cas.

11.1.2 Arbres des possibilités

On peut recommencer un raisonnement par disjonction des cas en en refaisant un pour une partie des sous-cas. Pour
présenter les résultats, on utilise alors un arbre des possibilités. Un exemple essentiel est le suivant : on considére une
urne U composée de n boules. On peut effectuer un tirage de p boules dans cette urne de fagon :

‘ Simultanément ‘ Successivement
Avec remise | Tirage simultané | Tirage successif, avec remise
Sans remise Tirage successif, sans remise

Pour les tirages successifs, on peut représenter les tirages possibles sous la forme d’un arbre de possibilités. On a :

1. Dyanxmnx---xn=mnP tirages successifs avec remise différents
Démonstration : Pour chacun des tirages, il y a n possibilités.

2. llyasipzn:nx(n—1)x---x(n—p+1)= (n’_‘i'p), p tirages successifs sans remise et aucun si p > n.
Démonstration : Si p > n, le résultat est clair. Si p < n, pour le premier tirage, on a n possibilités, puis pour le

deuxiéme n — 1 et ainsi de suite jusqu’au dernier pour lequel on a n — p + 1 possibilités.
|

Pour simplifier les notations, on notera ce dernier entier naturel A%. Plus précisément :

aP 7(71’1!1))! sip=>n
" 0 sip>n

Remarque(s) 110 : Un cas particulier est celui pour lequel on tire n boules successivement sans remise dans une
urne & n éléments. On appelle un tel tirage une permutation et elle correspond & choisir un ordre sur les éléments
de 'urne. Par ce qu’on a déja vu, il y a permutations d’une urne avec n boules.

Exemple(s) 169 :

169.1 On considére le mot MATH et on appelle anagramme de ce mot tout mot constitué de ses lettres. Il y a autant
d’anagrammes de ce mot que de permutations de ses quatre lettres différentes, donc 4! = 24.
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Propriété(s) 11.1.72 : Pour tout p e N, il y a (Z) tirages simultanés de p éléments parmi les n éléments de 'urne.

Démonstration : Clairement, le résultat est vrai pour p > n. Si p < n, il y a A? tirages successifs sans remise de p
boules dans ’'urne. Mais deux de ces tirages donnent les mémes p éléments si on peut permuter les éléments de 'un
pour obtenir les éléments de 'autre. Autrement dit, chaque tirage simultané de p boules apparait p! fois parmi les
tirages successifs sans remise de p boules. Il y a donc :

lAp— n! _[(n
pl " (n=p)! xp! p

tels tirages.

Récapitulons ces propriétés :

Nom du tirage ‘ Successif avec remise  Successif sans remise  Simultané
Nombre de tirages ‘ n? AP (;)

Exemple(s) 170 :

170.1 Un probléme de dénombrement se raméne souvent & un probléme d’urne. Par exemple, dans un jeu de 52 cartes,
que l'on peut imaginer comme une urne contenant 52 boules piocher deux cartes correspond & tirer 2 boules
I’'urne. Donc :

(a) Iy a (522) = 52%51 — 1326 mains différentes.

(b) Tl'y a A3% facons de permuter ces cartes, c’est-a-dire 52! mélanges différents.

(c) Pour tirer une paire, on peut :

i. tirer n’importe quelle des 52 cartes en premier puis tirer l'une des 3 cartes de méme hauteur dans les
cartes restantes du jeu. Chaque paire a ainsi été comptée deux fois. Il y a donc : (52 x 3)/2 = 78 mains
constituées de paires.

ii. mais on peut considérer d’autres « urnes » : tirer une hauteur parmi les 13 puis compter le nombre de
mains & deux cartes que l'on peut faire avec les cartes de cette hauteur. Il y a donc 13 x (3) =13x6="78
mains constituées de paires.

(d) Pour tirer deux cartes de méme couleur, on peut :

i. tirer n’importe quelle des 52 cartes en premier puis tirer I'une des 12 cartes de méme couleur dans les
cartes restantes du jeu. Chaque main a alors été comptée deux fois. Il y a donc : (52 x 12)/2 = 312 mains
constituées de cartes de méme couleur.

ii. tirer une couleur parmi les 4 couleurs du jeu puis parmi les 13 cartes de cette couleur tirer 2 cartes. Il y

a donc 4 X (123) =4 x 6 x 13 = 312 telles mains.

(e) Pour tirer deux cartes de hauteur successives, on peut :

i. tirer une premiére carte parmi les 52 puis tirer 'une des 8 cartes de hauteur suivante ou antérieure.
Chaque main a ainsi été comptée deux fois. Il y a donc 52 x 8/2 = 208 telles mains.
ii. tirer la hauteur de la plus petite carte parmi les 13 hauteurs ce qui nous donne la hauteur des deux cartes

puis « colorier » en tirant successivement avec remise une des 4 couleurs pour chaque carte. Il y a donc
13 x 4% = 208 telles mains.

170.2 On peut retrouver des résultats sur les coefficients binomiaux grace a des tirages. Par exemple, pour tirer p
boules dans une urne contenant n > 1 boules, on peut mettre de coté 'une des boules de I'urne. Alors les tirages
peuvent :

(a) ne pas contenir cette boule donc étre constitués de (b) contenir cette boule et donc étre constitués de p—1

p boules parmi les n—1 restantes : (";1) possibilités boules parmi les n — 1 restantes : (;:11) possibilités.
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Notez que ces deux cas s’excluent mutuellement. On retrouve donc la formule de Pascal car par le premier point

de la propriété :
n n—1 n—1
j2 p p—1

170.3 Lorsqu’on cherche a développer le produit
(a+b+c)=(a+b+c)x(a+b+c)x (a+b+c)
on peut voir le développement comme 3 tirages parmi les trois « boules » a, b et ¢ et faire une raisonnement un
cas par cas pour trouver le développement :
(a) a®, b%, ¢ : 1 fois

(b) a® x b, (et de méme a® x ¢, b*> x a, b* x ¢, ¢® x a, ¢ x b). On a choisi a deux fois parmi les trois et b une
seule fois. Il y a 3 possibilités pour ce choix de b donc chacun de ces termes apparait 3 fois

2

(¢) a x b x c: chaque développement donnant ce terme apparait d’'une permutation de (a,b,c) donc ce terme
apparait 3! = 6 fois en tout.

On en déduit :
(a+b+c)P=a®>+b0° 4+ +30W@ xb+a’xct+b xa+b’xct+@ xat+c® xb)+6axbxe.
170.4 Ce type d’argument permet de retrouver rapidement la formule du binéme de Newton :
" (n
a+b)" = a® x bR,
wr=3(7)

En effet, le terme a* x 4™~ % correspond & avoir choisi exactement k fois a parmi les n a apparaissant dans les
termes du produit, ce qui donne exactement (Z) telles possibilités.

11.2 Application de ces techniques en théorie des ensembles

11.2.1 Cardinaux de certains ensembles

Définition 11.2.66 : Soit A un ensemble fini. On note |A|, #A ou Card(A) le nombre d’éléments de A et on l’appelle
cardinal de A.

Exemple(s) 171 :

171.1 Card(f) =0
171.2 Si A C E sont deux ensembles finis alors :

\card(A) < Card(E). \

De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si A = F.

Propriété(s) 11.2.73 : Soit A et B deux sous-ensembles finis de E. Alors AU B est fini et :
1. Si A et B sont disjoints, c.a.d. AN B =0 : Card(AU B) = Card(A) + Card(B).

2. Dans le cas général,
Card(A U B) = Card(A) 4+ Card(B) — Card(A N B).
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Démonstration : Le premier cas est une traduction du raisonnement par disjonction des cas. Pour le second, on
remarque que, par le premier cas :

Card(A) = Card(BN A) + Card(A\ B).

Donc, toujours par le premier point :

Card(A U B) = Card(B) + Card(A \ B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B).

Remarque(s) 111 : 1. En particulier, dans la preuve, on a vu que :
Card(A) = Card(B N A) + Card(A \ B).

2. Un cas particulier que I'on utilise souvent est celui pour lequel . Dans ce cas :

| Card(4) = Card(B) — Card(A\ B). |

On peut également utiliser les tirages pour obtenir des résultats.
e Le cas le plus simple a exploiter est le tirage successif avec plusieurs « urnes »
Propriété(s) 11.2.74 : Soit E et F deux ensembles finis. Alors :

Card(E x F) = Card(F) x Card(F).

Démonstration : 11 suffit de considérer que I’on tire successivement une boule dans « 'urne E » ( Card(FE) choix )
puis dans « l'urne » F ( Card(F’) choix ).

Remarque(s) 112 : Evidemment, ceci se généralise par une récurrence immédiate a n ensembles
sembles F; (1 <14 < k) sont finis, on a :

: si tous les en-
Card(E1 X B2 X -+ X Ei) = Card(E;) x Card(E2) X --- x Card(E}).

e Pour les tirages simultanés, la traduction nécessite un peu de notations :

Définition 11.2.67 : Soit E un ensemble. On appelle :

1. P(E) l’ensemble des sous-ensembles de E et

2. pour tout p € N, Pp(E) l’ensemble des sous-ensembles a p éléments de E. ( Un tel ensemble peut aussi étre
appelé p-combinaison d’éléments de E ).

Exemple(s) 172 :
172.1 (a) Si E =0, P(E) = {0}.
(b) si B ={a}, P(E) = {0,{a}}
(c) si E={a,b}, P(E) = {0, {a}, {b},{a,b}}
172.2 Soit E = {a,b,c}. On a : P2(E) = {{a,b}, {a,c},{b,c}}.

Propriété(s) 11.2.75 : Supposons que E a n éléments. Alors, pour tout p € N : Card(P,(E)) = (Z)
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Démonstration : Une partie a p éléments de I’ensemble E correspond & un tirage simultané de p éléments dans «
I'urne » E constituée de n « boules ». Il y en a donc (Z)
|

Exemple(s) 173 :

173.1 Soit F une ensemble & n éléments. Alors :

| Card(P(E)) = 2".|

Démonstration : On raisonne par disjonction des cas, suivant le nombre d’éléments d’une partie de E. On
a donc :

Card(P(E)) = > Card(Pi(E)) = <Z> — 2",
k=0

k=0

|
11.2.2 Cardinaux et fonctions
e Si f1, f2,..., fp sont des éléments d’un ensemble F' a n éléments, on appelle (f1, f2,..., fp) une p-liste ou un p-uplet. Il
y a autant de p-listes que de tirages successifs avec remise de p « boules » dans I'urne F' de n boules, c’est-a-dire n?. Si ’on
considére deux ensembles finis E et F', se donner une fonction f: E = {e1,e2,...,ep} — F revient a se donner la valeur
de (f(e1), f(e2),..., f(ep)) ou encore une p-liste de F'.

’ Il y a donc n? applications de E dans F. ‘

e Pour les tirages successifs sans remise, il est intéressant de revenir a leur écriture mathématique : (Bi1, Bz, -+, Bp) € U?

est un tirage successif sans remise si
.. 2 . .
V(Z7])€[[17p]] 727{]7 Bl#B]
en d’autres termes, ’application

i — B;

l,p] —U
I {u ]
est injective.

Propriété(s) 11.2.76 : Soit E un ensemble de cardinal p et F' un ensemble de cardinal n. Il y a A applications
injectives de E dans F'.

Démonstration : 11 suffit de numéroter les éléments de E. Via cette numérotation, une telle application injective
correspond a une application injective [1,p] — U donc & un tirage successif sans remise dans « 'urne » F, il y en a
donc A?.

|

Propriété(s) 11.2.77 : Soit E un ensemble fini et f : E — F une application. Alors si Card(E) = Card(F'), les
trois points suivants sont équivalents :

1. f est injective, 2. f est surjective, 3. f est bijective.

Démonstration : Voyons f comme un tirage et posons n = Card(E) = Card(F).

1. (1) = (2) : f est injective signifie que le tirage est sans remise; on tire donc sans remise n fois un élément parmi
les n éléments de F'. On les a donc tous tirés! Donc f est surjective.

2. (2) = (3) : f est surjective signifie qu’en n tirages toutes les n « boules » de F ont été tirées au moins une fois.
On n’a donc pas pu tirer deux fois la méme boule. Chaque boule a donc été tirée une unique fois. Donc f est
bijective.

3. (3) = (1) : immeédiat.
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Chapitre 12

Probabilités

12.1 Espaces probabilisés
12.1.1 Vocabulaire probabiliste

Les probabilités servent & modéliser les expériences aléatoires. Commengons par un peu de vocabulaire :

Ensembles En probabilités Sens pratique Un jet de piéce | Un jet de dé 6
Q univers toutes les issues possibles de 'expérience {P,F} [1,6]
ACQ événement un ensemble d’issues possibles de I'expérience {P,F} {2,4,6}
{w} événement élémentaire une seule issue de 'expérience {P} ou {F} {6}
événement impossible une expérience a toujours une issue aucune face aucune valeur
Q événement certain Q contient toutes les issues de 'expérience {P,F} [1,6]
A=Q\ A événement contraire le contraire de 1’événement A {P} ={F} {6} =[1,5]
ACB A implique B si l'issue est dans A alors elle est dans B {P}c{P,F} | {1} c{1,3,5}
ANB=0 | Aet B incompatibles | les issues de A et B s’excluent mutuellement {P} et {F} {1,3} et {2,4}

Dans tout probléme de probabilités, traduire les phrases de frangais en univers et événements est la premiére étape ; il s’agit
d’une modélisation. Voyons quelques exemples.

Exemple(s) 174 :
174.1 On jette simultanément deux dés de 6 et de 4 et on s’intéresse aux jets de produit impair :

Q=11,6] x [1,4], A={(1,1),(1,3),(3,1),(3,3),(5,1),(5,3)}.

174.2 On jette successivement deux dés de 10 et on se sert du premier pour le chiffre des dizaines, 'autre pour celui
des unités. On s’intéresse aux jets qui sont supérieurs & 90 :

Q=1[0,99], A =7[90,99].

174.3 On considére au temps t que met une particule radioactive & se désintégrer. On s’intéresse a celles qui se
désintégrent en moins de 1 min.
Q=R;, A=][0,1].

12.1.2 Notion de probabilité

A partir de maintenant et jusqu’a la fin du chapitre, nous supposerons ’univers € fini et non vide.

Définition 12.1.68 : Une probabilité sur un univers fini  est une application :

P P(Q) —[0,1]
14 — P(A)
qui vérifie :
1. P(Q) =1
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2. Pour tous événements A et B incompatibles, P(AU B) = P(A) + P(B).

Le couple (Q,P) est alors appelé espace probabilisé.

Exemple(s) 175 :
175.1 Par définition, on a alors : P() = 0.

175.2 L’exemple le plus courant de probabilité est la la probabilité uniforme sur €2 :

VAEPQ), PA) = gz%g.

Cette probabilité sert & modéliser les événements « équiprobables », comme le jet d’'une piéce ou d’un dé « non
pipés ». Dans ce cas, un exercice de probabilité se raméne donc essentiellement & un exercice de dénombrement.

175.3 1l ne s’agit cependant pas de la seule probabilité. Par exemple, lorsqu’on jette une piéce « pipée » qui a une
probabilité p de tomber sur « pile », il est naturel de considérer la probabilité sur Q = { P, F'} définie par :

PQ) =1, P{P})=p, P{F})=1-p, P@)=0.

Propriété(s) 12.1.78 : Soit A1, As,...,A, des événements deux a deux incompatibles d’un espace probabilisé (2, P).
Alors :
P (U Ai> = P(A).
i=1 i=1

Démonstration : On procéde par récurrence sur n. Si n = 1, c’est immédiat. Si le résultat est vrai pour n € N fixé,

alors :
n+1

n+1 n n
P (U Ai> =P (U Ai) FP(Ang1) =Y P(A) + P(Apyr) = Y P(A).

Remarque(s) 113 : Pour définir une probabilité sur un univers fini €, il suffit donc de la définir sur les événements

élémentaires, en s’assurant que la somme des probabilités de tous les événements fait bien 1. Une fois ceci fait, il
suffit de poser, pour tout événement A :

P(A) = P({w}).

weEA

Exemple(s) 176 :
176.1 La probabilité qui modélise la somme du lancé de deux dés 6 est définie par :

Somme des dés | 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 12
Probabilité¢ | 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

La probabilité d’obtenir un lancé inférieur ou égal a 6 est donc de 15/36 ~ 0, 41.

176.2 La probabilité qui modélise le produit du lancé de deux dés 4 est définie par :

Produit des dés | 1 2 3 4 6 8 9 1216
Probabilité | 1/16 1/8 1/8 3/16 1/8 1/8 1/16 1/8 1/16

Il vaut donc beaucoup mieux jouer le 4 que le 9!

Propriété(s) 12.1.79 : Soit (2, P) un espace probabilisé. On a, pour tous événements A et B :
1. A C B implique P(A) < P(B) (la probabilité P est croissante),

2. P(A\ B) =P(A) — P(AN B); en particulier, P(4) =1 — P(A),
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P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Démonstration :
1. Ona B= AU (B\ A) donc comme A et B\ A sont incompatibles :

P(B) =P(A) +P(B\ A) > P(A).
2. Comme les événements AN B et A\ B sont incompatibles :
P(A)=P(ANB)U(A\ B)) =P(ANB)+P(A\ B).
3. Enfin, on peut écrire A U B comme la réunion d’événements incompatibles :
AUB=(A\(ANB))U(B\(ANB))UANB,

donc :

P(AUB) =P(A\ (ANB)) +P(B\ (AN B)) + P(ANB) = P(A)+P(B) — P(AN B).

Ny
2

Remarque(s) 114 : 1l est donc légitime en probabilités, comme en dénombrement de faire des raisonnements par
disjonction des cas ou par passage a I’événement contraire.

12.1.3 Probabilités conditionnelles

Définition 12.1.69 : Soit (2, P) un espace probabilisé. Soit A un événement de Q2 de probabilité non nulle. On appelle
probabilité de B sachant A la quantité :

P(AN B)
Psa(B) =P(B|A) = ——~—
A(B) = B(B4) = Z5
Remarque(s) 115 : 1. Sila probabilité IP est uniforme, cette probabilité désigne la proportion du nombre d’éléments

de A a lintérieur de B.

2. On utilise souvent la définition de la probabilité conditionnelle « & ’envers », on I'appelle alors formule des
probabilités composées :

\si P(A) >0, P(ANB)=P(B|A) x P(A). \

3. Une fagon agréable de se rappeler de la formule des probabilités composées est de faire un arbre de probabilités.

ANB

/
\ _ny_Anb

5 S <
2 =
E/\ / m

ANB
Bien entendu, cet arbre peut avoir plus de deux branches & chaque étape, il suffit d’avoir un « systéme complet
d’événements de probabilités non nulles » c’est-a-dire :
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Définition 12.1.70 : Une famille d’événements A1, Aa, ..., Ay, est appelée systéme complet d’événements de proba-
bilités mon nulles si :
1. Pour tout i € [1,n] : P(A;) # 0,
2. les événements de cette famille sont deux & deux incompatibles,
3 Q=A1UAU---UA,.

Exemple(s) 177 :

177.1 On jette un dé a 6 face. La probabilité de I’événement « on obtient un 6 » sachant que « on n’a pas obtenu un

1
1>>Vaut:%:%.
G

177.2 On considére une famille de deux enfants. Alors :

(a) la probabilité que les deux enfants soient des filles sachant que 1’ainé est une fille est :

NN
=

[ PN

Bl

(b) la probabilité que les deux enfants soient des filles sachant qu’il y a au moins une fille est :

Wl

Propriété(s) 12.1.80 : (formule des probabilités totales) Supposons que Ai, Ag,..., A, soit un systéme complet
d’événements de probabilités non nulles. Alors pour tout événement B :
P(B) = Y P(B|Ay) x P(A).
k=1

Démonstration : Les événements B N A; sont deux & deux incompatibles et : B = U B N A, donc par la formule

k=1
des probabilités composées :

P(B) = iP(B N Ag) = iP(BMk) x P(Ay).

k=1 k=1

Remarque(s) 116 : Bien souvent, on utilisera cette formule en ne vérifiant pas le point « de probabilité non nulle
». Pour qu’elle reste valable dans ce cas, il faut admettre la convention, pour A un événement de probabilité nulle :

P(B|A)x  P(A) =0
N——r ——
n’a pas de sens ... mais vaut 0

Exemple(s) 178 :

178.1 Dans une usine, trois machines M1, M2 et M3 fabriquent un composant. La premiére machine en fabrique 2/3, la
deuxiéme 1/6 et la derniére 1/6. Un ingénieur qualité a mesuré que 5% des composants de la premiére machine
sont défectueux alors que 2% de ceux des deux autre machines le sont. Par la formule des probabilités totales,
la proportion totale de composants défectueux est :

2 5 1 2 1 2 4
X ——F =X —— = X —— = ——.
3 100 6 100 6 100 100

178.2 Un jeu télévisé se déroule de la fagon suivante : une voiture est cachée derriére une des trois portes offertes au
candidat, il n’y a rien derriére les deux autres. Le candidat gagne ce qu’il y a derriére la porte qu’il choisit. On
demande au candidat de choisir une porte. Le présentateur ouvre alors une porte derriére laquelle la voiture
n’est pas, puis propose au candidat de changer de choix. Doit-il le faire ?

(a) Probabilité de gagner en changeant de porte : 3 x 0+ % x1=2

VH
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e 11 2 _1
(b) Probabilité de gagner sans changer de porte” 3 X 1+ 3 x 0= 3.
Le candidat doit donc changer d’avis.

178.3 Un mobile se déplace sur les sommets A, B et C' d’un triangle de la fagon suivante : & chaque instant n, si il est
sur un sommet, il y reste a instant n + 1 avec probabilité 2/3, sinon il se déplace sur I'un des deux autres avec
méme probabilité pour chacun des deux sommets. Il débute son parcours sur le sommet A. On note A, : « le
mobile est au sommet A & U'instant n », B, : « le mobile est au sommet B a l'instant n », C), : « le mobile est
au sommet C' & l'instant n », et an, b, et ¢, leurs probabilités respectives.

(a) Comme ces trois événements forment un systéme complet, an + b, + ¢, = 1 pour tout n.

(b) Par la formule des probabilités totales, on a :
P(An+1) = ]P)(An+1|An) X ]P)(An) + P(An+1|Bn) X ]P)(Bn) + P(An+1|Cn) X ]P(Cn)

donc an4+1 = %an+ébn+%cn. De méme : bpy1 = %an+§bn+ écn et cny1 = éan+%bn+ %cn.
(¢) On en déduit, pour tout n € N comme le mobile est présent en A initialement :

1 1 1
Ant1 — bpy1 = 3 (an —bn) donc an—b, = on (a0 —bo) = o
De méme, an, — ¢, = 2% et comme a, +b, +c, =1:

1 1 1 1 1 1
met =g (1+55)s =g (1o5). @=5(1-5):

Propriété(s) 12.1.81 : Soit (2,P) un espace probabilisé et B un événement de Q de probabilité non nulle. L’appli-

cation :
P PQ) —[0,1]
P14 —Ps(4)

est une probabilité sur €.

Démonstration :
1. Comme ANB C B,ona:0<P(ANB)<P(B). Donc Pg(A) € [0,1].
2. On a : ( )
P(BNQ
P(2) = ———= =1.
B(%) (B)

3. Enfin, si C et D sont deux événements incompatibles alors C N B et D N B aussi, donc :

P(CuD)NB _P(CNnB)U(DNB) P(CNB)+P(DNB)

PB(CUD): P(B) = P(B) = IED(B) :PB(C)+PB(D)
|
Propriété(s) 12.1.82 : (formules de Bayes) Soit A et B des événements de probabilités non nulle. Alors :
_ P(BJA) x P(A)
P(A|B) = B(B) .
Démonstration : Par la formule des probabilités composées, on a :
P(A|B) x P(B) =P(AN B) = P(B|A) x P(A).
|

1. ou, plus simplement : 1 — % = z.
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Remarque(s) 117 : 1. Donc, par la formule des probabilités totales, si A1, As,..., A, est un systéme complet

d’événements de probabilités non nulles. Alors :

> P(B|Ay) x IP(Ak).

k=1

Vie [1,n], P(4:iB)=

2. Le cas particulier le plus important de la formule précédente est celui dans lequel le systéme complet d’événements
est composé de A et A. On a alors :

P(A|B) = P(B|A) x P(A)
P(B|A) x P(A) + P(B|A) x P(A)

Exemple(s) 179 :

179.1 R. Nadal gagne 70% de ses matches en grand-chelem et 90% a Roland Garros. Il y a 4 grand-chelem. R. Nadal
vient de gagner. Avec quelle probabilité a-t-il joué a Roland Garros? Notons N : « Nadal a gagné » et « RG la
rencontre s’est déroulée a Roland Garros ». Alors :

P(N|RG) x P(RG) g5 X 1 _ 45

179.2 Un policier arréte un étudiant au retour d’une « soif ». Il sait qu’en moyenne un étudiant sur 10 revient ivre de
ce genre de féte. Il dispose d’un test d’alcoolémie qui donne les résultats suivants :
(a) dans 99% des cas, si la personne est ivre, le test est positif,
(b) dans 2% des cas, si la personne est sobre, le test est positif.

L’étudiant effectue le test, qui est positif. Quelle probabilité a-t-il d’étre ivre 7 Notons [ : « ’étudiant est ivre »
et « P : « le test est positif ». Alors :

- T 7y 099 12 o9 T 17T
P(P|I) x P(I) + P(P|I) x P(1) 100 X 70 T 100 X 10

11 arréte alors un étudiant d’une classe plus sérieuse, dont il sait qu’en moyenne 1/100 revient ivre. Le test est
également positif. Quelle est la probabilité que ’étudiant soit ivre 7

99 1

PUIP) = 3566 = 3

12.1.4 Evénements indépendants

Définition 12.1.71 : Soit (Q,P) un espace probabilisé. On dit que deuz événements A et B sont indépendants si

P(AN B) = P(A) x P(B).

Remarque(s) 118 : 1. Si A et B sont indépendants, alors (A et B), (A et B) et (A et B) aussi.

2. On peut reformuler I'indépendance en termes de probabilités conditionnelles. Si B est de probabilité non nulle,
les événements A et B sont indépendants si et seulement si :

P(A|B) = P(A).

Exemple(s) 180 :

VH Vésale Nicolas


http://lyceehugobesancon.org/prepaslvh/

2025 — 2026 Page 215/265

180.1 Les événements « pile » et « face » sont dépendants si ’on jette une piéce,

180.2 cependant, « la premiére piéce tombe sur pile » et la « deuxiéme piéce tombe sur face » sont indépendants si
I’on jette deux piéces.

180.3 Bien souvent 'indépendance sera une donnée de 1’énoncé.

Définition 12.1.72 : Soit A1, As,..., A, n évenements d’un espace probabilisé (Q,P). on dit que ces événements
sont indépendants si pour tout sous-ensemble I de [1,n] :

P (ﬂ A,) =[P

i€l i€l

Remarque(s) 119 : 1. Attention! L’indépendance deux a deux des événements ne suffisent pas, comme le montre
I’exemple suivant, pour le jet de deux dés :
(a) A1 : «le résultat du premier dé est pair »
(b) As : « le résultat du deuxiéme dé est pair »
(c) As: «la somme des deux lancés est impaire »
les événements considérés sont deux a deux indépendants, mais I’événement A3 n’est pas indépendant de A1 N As.

2. On admettra dans la suite que, comme dans le cas de deux événements, l'indépendance de n événements est
stable par passage(s) au(x) complémentaire(s).

12.2 Deéfinition et premiers exemples

12.2.1 Applications linéaires

Définition 12.2.73 : Soit E et F' deur K-espaces vectoriels. Une fonction v : E — F est appelée application
linéaire si elle vérifie :

V(z,y) € E2VA e K, u(z+y)=u(@) +uly), ulrz)=u(z).

On note L(E, F) Uensemble des applications linéaires de E dans F. On parle d’endomorphismes si E = F. On
note L(E) l’ensemble des endomorphismes de E.

Remarque(s) 120 : 1. Si u est une application linéaire alors, (en prenant A = 0 dans le deuxiéme point par
exemple) : |u(0g) = OF | C’est en particulier utile pour montrer qu'une application n’est pas linéaire.

2. Sil’on souhaite condenser un peu le travail lorsqu’on montre qu'une application f est linéaire, il suffit de montrer
que :
V(z,y) € B>, VA e K, u(z+ M y)=u(z)+ Auy)

il suffit alors de prendre A = 1 pour obtenir la compatibilité avec la somme et x = Og pour avoir celle avec le
produit externe.

3. La compatibilité des applications linéaires avec la somme et le produit externe se généralise facilement aux
combinaisons linéaires. Plus précisément, si x1,...,x, sont des vecteurs de FE et A1,..., A, des scalaires de K et
u € L(E,F) alors :

k=1 k=1

Exemple(s) 181 :
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181.1 Pour tout espace vectoriel E, 'application Idg et I’application nulle sont des endomorphismes de E.
181.2 Soit (a,b) € R%. L’application : u: R = R, wu(x) = ax + b est linéaire si et seulement si b = 0.

181.3 L’application u: R = R, wu(z) = 2*

n’est pas linéaire.

181.4 L’application u: (z,9,2) € R® = (z +y + 2,2 +y) € R? est lindaire.

181.5 Soit A € M, (K) alors I’application u : X € M, (K) — A x X € M,(K) est un endomorphisme.

181.6 L’application u : P € R,[X] — X x P’ est un endomorphisme.

181.7 L’application qui & une fonction associe sa dérivée est une application linéaire de C*(I,K) dans C(I,K).

181.8 L’application qui a une fonction continue sur [a, b] associe son intégrale sur [a,b] est une application linéaire de
C°([a,b],K) dans K

Propriété(s) 12.2.83 : Soit E et F' deux K-espaces vectoriels. Alors L(E, F) est un K-espace vectoriel, ¢’est-a-dire
qu’il contient le fonction nulle et :

Y(u,v) € LE,F),YA€K, u+veLl(E,F) e IluecL(E,F).
De plus, si G est un troisiéme K-espace vectoriel :

Yu € L(E,F)Vv € L(F,G), voué€ L(E,G).

Démonstration : Montrons le dernier point, les deux autres se montrent de la méme fagon. Soit (z,y) € E? et
AeK. Ona:

(go Nz +Ay) =g(f(z+ Ay)) g(f(z) +A.f(y) = g(f()) +Ag(f(y) = (go f(x) +Ago f(y)

Ny
feL(E,F) 9EL(F,G)

Exemple(s) 182 :

182.1 Si E est un espace préhilbertien réel, un exemple important d’applications linéaires sont les isométries vectorielles,
c.a.d. les applications u : £ — E qui vérifient :

u(0p) =05 et Y(z,y) € B*, Ju(z) - u(y)ll = [lz - yl|

Démonstration :

(a) Commengons par remarquer qu, si y = Og dans la définition :
Vee E, |lu(x)] = [l

(b) Continuons en remarquant que, donc :

1

(lu(@)I* + () = lu@) —u@)*) = 5 Qe+l = llz—yl*) = (,9).

Y(z,y) € E*, (u(z),u(y)) = )

N =

(c) Puis,siz € Fet \€R:
lu(A-z) = Xu(@)|* = u(h2)|* + X lu(@)|* = 2 X (u(A2), u(z))
Donc par (a) et (b),
lu(Ax) = Xu(@)|® = [|Az]|® + X |lz]|* =21 Nz, z) = 0.

Ce qui montre la compatibilité pour le produit externe. Celle pour la somme se montre de méme.
|
En particulier, les rotations et les symétries vectorielles (c.a.d. qui respectent 'origine) sont des applications
linéaires.
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12.2.2 Matrices et applications linéaires en dimension finie

Dans ce paragraphe, E et F' sont deux espaces vectoriels de dimension finie, donc on note Bg = (e1,...,en) et Bp =
(f1,--., fm) deux bases respectives. Commencgons par remarquer qu'une application linéaire f de E dans F est
entiérement déterminée par I’image de Bg, plus précisément :

Vo = Z)\k.ek €l flx)= Z)\k.f(ek)
k=1 k=1
donc il est nécessaire et suffisant de connaitre les valeurs des f(er) pour 1 < k < n pour connaitre 'application f.
Exemple(s) 183 :
183.1 Si l'on considére r¢, la rotation du plan de centre (0,0) et d’angle 6. Alors :
re((1,0)) = (cos(0),sin(0)) et 14((0,1)) = (—sin(d), cos(9)).
Donc, pour tout (z,y) € R? :
ro((z,y)) = ro(z.(1,0) + y.(0,1)) = (x cos(f) — y sin(9), z sin(d) + y cos(h)).
183.2 Dans le plan, la symétrie s par rapport a la droite y = = vérifie :
s(L1) = (1,1), s((=1,1)) = (1,-1)
donc, pour tout (x,y) € R? :

s(@) =s (Lo + 2 L) = gy + L2 0 -1) = (5,0)

Mais on peut aller plus loin : chacun des vecteurs f(ex) est entiérement déterminé par ses coordonnées dans la base Br :

Vk € [1,n],3aik)icpmy,  flek) =Y aik.fi (12.1)
=1

Définition 12.2.74 : On appelle matrice de f dans le couple de bases (B, Br) et on note matg, 5. (f) la matrice :

mats, 5, (f) = (@ik) 6,k e[t,mIx,n] € Mm,n(K)

Remarque(s) 121 : 1. Une fagon de se représenter la matrice de f est de I’écrire de la fagon suivante :
fler)  flez) ... flen)
a1 a2 ... Qin f1

a2,1 az2 ... Q2n f2
matsg, 5, (f) = .

am,1 am,2 cee Am,n fm

2. Si w est un endomorphisme, il est possible de choisir deux bases différentes de E pour calculer la matrice de u
ou seulement une base, dans ce dernier cas, on écrit simplement matz(u).

Exemple(s) 184 :
184.1 Soie E de dimension n et Bg une base de E. Alors :

matp, (Idg) = I, matp, (0z(x)) = On.

184.2 Dans R2, la rotation r¢ de centre (0,0) et d’angle 6 est une application linéaire. Sa matrice dans la base canonique

s = (576) 28
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184.3 Toujours dans R2, la symétrie s par rapport a la droite = y admet pour matrice dans la base canonique :

mats(s) = (? (1)) .

184.4 L’application linéaire g de R® dans R? définie par :

g9(z,y,2) = (x +y+z,2+2y)

1 1 1
1 2 0/°

Mais attention! Si ’on considére d’autres bases, par exemple :

admet pour matrice dans les bases canoniques :

B=((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) et B =((1,1),(1,0)),

ona:g((1,1,1)) =(3,3) = 3.(1,1) + 0.(1,0), ¢((1,1,0)) = (2,3) = 3.(1,1) + (—1).(1,0) et g((1,0,0)) = (1,1) =

L,
1.(1,1) + 0.(1,0) donc :
3 3 1
matB,B’ (g) = (O -1 0)

184.5 Considérons maintenant ’application linéaire ¢ de dérivation dans l’espace vectoriel R, [X]. Si 'on note B =
(eo,e1,---,en) la base canonique de cet espace vectoriel, alors ey = 0 et

Vk € [1,n], (ex) =k.ex_1.

Donc dans cette base, la matrice de la dérivation est :

0 1 0 0
0 0 2
matg(p) =
n—1 0
0 n
0 0 0
Remarque(s) 122 : 1. Revenons sur la formule qui définit la matrice d’une application linéaire. Si l'on note

matp, () le vecteur colonne des coordonnées de z € E dans la base Bg, alors en lisant la produit colonnes
par colonnes :

Ve € E, matg,(f(z)) =mats, s, (f) X mats,(z). ‘

2. Réciproquement, si I’on se donne une matrice et un couple de bases, la formule précédente définit une application
linéaire f. On parle alors d’application linéaire associée & la matrice dans un ce couple de bases. Dans bien des
exercices, c’est ainsi que I’on donnera ’application linéaire.

Exemple(s) 185 :

185.1 Le cas le plus fréquent est celui des bases canoniques de R™. Par exemple, ’application linéaire u associée a la
matrice :
1 2 3
A =
<4 5 6)

Y(z,y,2) €R®, w(x,y,2) = (x+2y+3z4z+5y+62).

dans les bases canoniques de R? et R? est :

185.2 Mais si 'on considére la méme matrice, pour les bases canoniques de R2[X] et R1[X] alors 'application linéaire
v associée est :

VP=a+bX+cX’€Re[X], v(a+bX +cX?)=(a+2b+3¢c)+(4a+5b+6¢)X.
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Propriété(s) 12.2.84 : Soit E, F et G trois espaces vectoriels, Bg, Br et Bg des bases respectives de ces espaces

vectoriels. Alors :
V(u,v) € L(E, F)VA € K, matg, B, (u+v) =matp, B, (u) + matg, g, (v) matgy g, (Au) = A matg, 5, (u).

De plus :
Vf € L(E,F),Vg € L(F,G), matsyB,(go f)=mats, B, (9) X mats, s, (f)

Démonstration : Montrons le dernier point. Les autres se démontrent de la méme fagon. Par définition :
Vz € E, matg, (f(z)) = mats,, 5. (f) X matg, (z) Yy € F, matg,(9(y)) = mats, B (g) X mats, (y)
on en déduit, en prenant y = f(x) dans la deuxiéme expression :

Vr € E, mats, (9(f(7))) = (mats, B, (9) X mats,, 5, (f)) x mats, (v).

=matp B, (90f)

Exemple(s) 186 :

186.1 Si, dans le plan, on effectue la symétrie s, la rotation ¢ puis la symétrie s alors :
(0 1 cos(fd) —sin(0) 0 1\ _ [ cos(f) sin(9)) _
matp(sory os) = (1 O) % (sin(@) cos(0) “\1 0) —sin(f) cos(9)) mats(r—o)
Donc sorgos=r_g.

186.2 On peut aussi résonner dans « l'autre sens ». Comme, il est clair géométriquement que rg =79 0---0rg = Tpy,
on déduit sans calculs que :

(o) ) = (Gt iy,

12.3 Noyau, image et rang d’une application linéaire

12.3.1 Image directe et réciproque d’un sous-espace vectoriel

Si f: E — F est une fonction quelconque, rappelons que pour tout sous-ensembles A de E et B de F', on définit :
@A) ={flx), zed}, [f(B)={zeE, [f()eB}

Dans le cas ot u est une application linéaire, on a la propriété :
Propriété(s) 12.3.85 : Soit u € L(F, F), A un sous-espace vectoriel de E et B un sous-espace vectoriel de F. Alors :

1. u(A) est un sous-espace vectoriel de F, 2. u~!(B) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration :
1. (a) Og € A car c’est un s.e.v. donc Or = u(0g) € u(A4),
(b) si (y,9') € u(A)? et A € K alors il existe (z,2') € A? tels que y = u(zx) et ¥ = u(z’). D’olt, comme A est un
sev. z + Az’ € Adoncy+ Ay =u(z+ \z') € u(A)
2. (a) OF € B car c’est un s.e.v. donc comme u(0g) = O, Or € u™'(B).
(b) si (z,2") € w1 (B)? et A € K alors, comme B est un s.e.v. u(z + A\.z’) = u(z) + \u(z’) € B donc = + A2’ €
u”'(B)
|
Parmi ces exemples de sous-espaces vectoriels, les deux suivants sont particuliérement intéressants.
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12.3.2 Noyau d’une application linéaire.

Définition 12.3.75 : Soit u € L(E, F). On appelle noyau de u l’ensemble :

Ker(u) =u '({0p}) = {z € E, u(z)=0r}.

Remarque(s) 123 : 1. Pour déterminer le noyau d’une application linéaire, il s’agit donc de résoudre 1’équation
f(xz) = 0p d’inconnue z € E.

2. Rappelons que, si A € M, (K) est un matrice, on appelle noyau de la matrice A I’ensemble :
Ker(A) ={X e My1(K), AxX =0,1}.

Si A est la matrice de u pour le couple de bases (Bg,Br), Ker(A) représente les coordonnées des éléments de
Ker(u) dans la base Bg.

3. Par la propriété précédente, Ker(u) est un sous-espace vectoriel de FE.

Exemple(s) 187 :
187.1 On a: Ker(Idg) = {Or}, Ker(Oz(gp)) = E.
187.2 L’application linéaire g de R dans R? définie par :

gz, y,2) = (x+y+z2+2y)

admet pour noyau :
Ker(g) = {(-22,2,2), z€R}= Vect((-2,1,1))

plus généralement, pour déterminer un noyau d’une application linéaire de K? dans K9, il s’agit de résoudre un
systéme, ce qui se fait & I'aide du pivot de Gaufs.

187.3 Lorsqu’une application linéaire est associée a une matrice dans une couple de bases, déterminer son noyau revient
a calculer la noyau de cette matrice. Par exemple, si v : R® — R? est ’application linéaire associée  la matrice :

1 2 3
A= <4 5 6)
dans les bases canoniques, alors (z,y, z) € R® € Ker(u) si et seulement si :

r + 2y 4+ 3z =0 r + 2y + 3z =0 z + -z =0
{4m+5y—|—6z :0‘:’{ y + 2z :oﬁ{

Donc
Ker(u) = {(z, -2z, z2),z € R} = Vect((1, -2, 1)).

Attention cependant! Si 'on considére lapplication linéaire v : Ro[X] — R;[X] associée & A dans les bases
canoniques, son noyau doit étre constitué de polynémes. On a

Ker(v) ={z—22X +2X? 2z€R}=Vect(l-2X + X?)
187.4 On considére 'application linéaire :
u: D(R,R) > F(R,R), u(f)=f"+f
Alors Ker(u) est constitué des solutions de 1’équation différentielle 3" + y = 0 donc :
Ker(u) = {A cos+B sin, (A, B) € R*} = Vect(cos, sin).

187.5 En particulier, les solutions d’équations différentielles sans second membre forment des espaces vectoriels car ce
sont des noyaux. On retrouve de méme la plupart des exemples classiques d’espaces vectoriels : les solutions d’un
systéme linéaire d’équations sans second membre est également un noyau par exemple.
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Propriété(s) 12.3.86 : Soit u € L(E, F'). Alors u est injective si et seulement si Ker(u) = {0g}.

Démonstration : Clairement, si u est injective, Ker(u) = {0g}. Réciproquement, si x et y vérifient u(z) = u(y)
alors comme u est linéaire :

u(z —y) = 0F
donc z — y € Ker(u) = {0g} donc z —y = Og et finalement z = y.
|
12.3.3 Image d’une application linéaire.
L’image d’une application linéaire u € L(E, F') est définie de la méme fagon que pour une application quelconque :
’Im(u) =u(E) ={u(z), x€E}. ‘
Remarque(s) 124 : 1. Par analogie, si A € M, 4(K) est un matrice, on appelle image de la matrice A 'ensemble :

Im(A) = {Ax X, X eMg(K)}.

Si A est la matrice de u pour le couple de bases (Bg, Br), Im(A) représente les coordonnées des éléments de
Im(u) dans la base Bp.

2. Une méthode pour calculer une base de I'image d’une application linéaire est d’utiliser la fait suivant :

‘ si (e1,ea,...,e,) est génératrice de F alors (u(e1),u(ez),...,u(en)) est génératrice de Im(FE) ‘

il suffit donc d’extraire de la famille génératrice (u(e1),u(ez),...,u(en)) une famille libre pour trouver une base
de 'image de u.

3. Par la premiére propriété de ce paragraphe, Im(u) est un sous-espace vectoriel de F.

Exemple(s) 188 :
188.1 Omn a : Im(IdE) = E7 Im(OE(E)) = {OE}

188.2 Considérons I'application linéaire u : R* — R* associée dans les bases canoniques a la matrice :

o O oo
o O O
oo = O
== O O

Alors Im(u) = Vect((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,1)). Comme la famille de ces trois vecteurs est clairement libre,
il s’agit donc d’une base de I'image de u.

188.3 Soit n € N*. Considérons I'application linéaire de dérivation v : R, [X] — R,_1[X]. Alors :

Im(u) = Vect(u(1),u(X),...,u(X™)) = Vect(1,...,n X" ") = R,,_1[X].

Remarquons enfin que, comme pour toute fonction :

Propriété(s) 12.3.87 : Soit u € L(E, F'). Alors u est surjective si et seulement si Im(u) = F.
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12.3.4 Théoréme du rang

Définition 12.3.76 : Soit u € L(E, F). Si Im(u) est de dimension finie, on dit que u est de rang fini et on appelle
rang de u la quantité :
rg(u) = dim(Im(u)).

Remarque(s) 125 : Si F est de dimension finie, alors rg(u) < dim F et u est surjective si et seulement si ces quantités
sont égales.

Théoréme 12.3.41 (théoréme du rang) : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit u €
L(E,F). Alors u est de rang fini et :

rg(u) + dim(Ker(u)) = dim(E).

Démonstration : Commengons par remarquer que comme E admet une famille génératrice finie, Im(E) admet pour
famille génératrice finie I'image de cette famille. Donc u est de rang fini. Considérons maintenant deux bases :

(k1,k2,y ... kn) de Ker(u) et (y1 = f(z1),y2=F(x2),.-,ym = f(zm)) de Im(u).

Nous allons montrer que la famille (k1,...,kn,Z1,...,2m) est une base de E, le théoréme s’en déduit alors immeé-
diatement.

1. Soit z € E. Alors f(x) € Im(u) donc :
A, A2, Am) €KL u(@) =D ey = 3 Awu(ak) =u (Z /\k.xk> .
k=1 k=1 k=1

Mais alors, x — Z Ai.x € Ker(u) donc :
k=1

Ity p2y -y ptn) €K™, 2 — Z)\k-wk = kaz
k=1 i=1

Le vecteur x s’écrit donc comme une combinaison linéaire des vecteurs de la famille, qui est donc génératrice.

2. Supposons maintenant que, pour (A1, Az,...,Am) € K™ et (p1, u2, ..., pn) € K?,

Z)\kmk + Zﬂzkz = OE
k=1 i=1

alors, en appliquant u et en se souvenant que les k; sont dans le noyau de w :

mA.u(a:):u(m)\.x):u(m)\.w +nui.ki>=0

donc comme la famille (y1,y2,...,ym) est libre, tous les A; sont nuls. On a finalement I'égalité :
Z pi-ki =0g
i=1

qui implique la nullité de tous les p; car la famille (ki, ko, ..., k) est libre.

Remarque(s) 126 : Ce théoréme nous permet, en dimension finie connue, de « réduire » un peu le travail a effectuer
pour calculer un noyau et une image :
1. (le plus souvent) si 'on a calculé le noyau d’une application linéaire, on peut grace au théoréme du rang en

déduire la dimension de I'image. Il suffit alors de trouver le bon nombre de vecteurs linéairement indépendants
de I'image pour en obtenir une base,

VH Vésale Nicolas


http://lyceehugobesancon.org/prepaslvh/

2025 — 2026 Page 223/265

2. (parfois) si 'on a calculé le rang ou I'image de I'application linéaire, le théoréme peut nous permettre de réduire
de méme les calculs nécessaires a la détermination du noyau.

3. Si A est la matrice de u dans un couple de bases, alors comme Ker(A) représente les coordonnées des éléments
de Ker(u) dans une base, dim Ker(A) = dim Ker(u). On en déduit que

Exemple(s) 189 :

189.1 Calculons une base de 'image et une base du noyau de l'application linéaire

f R3 — RS
(z,y,2) — (z+y,z+y+z2z+y+z22c+2y+2,y+2)
Pour déterminer son noyau, il s’agit de résoudre le systéme :

r+y=0
z+y+2z=0
20 +y+2=0 <—zrz=y=2=0
2¢4+2y+2=0
y+z2=0

Donc Ker(f) = {(0,0,0)}. Donc par le théoréme du rang, rg(f) = 3 d’ott comme la famille
f((1,0,0)) = (1,1,2,2,0), £((0,1,0)) = (1,1,1,2,1), £((0,0,1)) = (0,1,1,1,1)

a trois éléments et est génératrice de Im(f), c’est une base de Im(f).

189.2 Soit a un réel. On considére ’application linéaire définie par :

f((17070)) = (1,07 a) f((07 1,0)) = (avova)7 f((0707 1)) = (a7a7 1)

sa matrice dans la base canonique de R? est donc :

1 a a
A=10 0 a
a a 1
On a
1 a a
A~p [0 a(l—a) 1-a?
0 0 a

On en déduit que :

(a) sia#0eta#1, Ker(f) = {(0,0,0)} donc par le théoréme du rang, Im(f) = R,

(b) si a =0 alors : Ker(f) = Vect((0,1,0)) donc par le théoréme du rang, Im(f) est de dimension deux. Donc,
comme la famille (1,0,0), (0,0, 1) est libre, Im(f) = Vect((1,0,0),(0,0,1)),

(¢) sia=1, Ker(f) = Vect((1,1,0)) donc par le théoréme du rang, Im(f) est de dimension deux. Donc, comme
la famille (1,0, 1), (1,1, 1) est libre, Im(f) = Vect((1,0, 1), (1,1, 1)).

189.3 On considére 'endomorphisme :

y: JR2X] — Ro[X]
1P — (X2-1)P'42XP

Alors la matrice de u dans la base canonique de Ry[X] est :
0 0 -2
0 2 0
0 0 6

donc rg(u) = 2. Par le théoréme du rang, dim Ker(u) = 1 donc comme 1 € Ker(u), Ker(u) = Vect(1).
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12.4 Isomorphismes d’espaces vectoriels

12.4.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 12.4.77 : Soit E et F deux espaces vectoriels. Soit u € L(E, F). On dit que u est un isomorphisme si u
est bijectif. Si £ = F, on parle d’automorphisme.

Remarque(s) 127 : 1. On note GL(E) 'ensemble des automorphismes d’un espace vectoriel E.
2. Si u est un isomorphisme, alors Ker(u) = {0g} et Im(u) = F.

3. Par le théoréme du rang, si u est un isomorphisme et £ ou F est de dimension finie, alors les deux espaces sont
de dimension finie et :

\ dim(E) = dim(F). \

Exemple(s) 190 :
190.1 Si E est un espace vectoriel, alors Idg est un automorphisme.
190.2 1l existe donc un isomorphisme : v : R™ — R™| si et seulement si n = m.

190.3 Si E et F sont de dimension finies, de bases respectives Bg et B alors :

w- LE,F) — MaimrFdine(K)
' u = matsg, By (u)

est un isomorphisme : la matrice d’une application linéaire dans un couple de bases la détermine. En particulier :
dimL(E,F) =dim E x dim F.

190.4 On considére U, I’ensemble des suites qui vérifient la relation de récurrence :
Vn S N, Un+3 = 2un+2 + Un+1 — 2un

On vérifie facilement que c’est un espace vectoriel. De plus, comme une telle suite est exactement déterminée
par ses trois premiers termes,
u — R?
it

un)nEN — (UOauth)

est un isomorphisme. On en déduit que dim = 3. Pour trouver une base de cet espace, on cherche des suites
géométriques en résolvant ’équation caractéristique :

® 22 —z24+2=0<=zr=1loux=—-louz=2
La famille de suites (1)nen, ((—1)™)nen, (2" )nen étant (facilement) libre, on en déduit :

U = Vect(Dner, (~1)"new, (2)new) = {(A+ B(~1)" + C2")nen, (A, B,C) € B*}.

Propriété(s) 12.4.88 : Soit « € L£(E, F) un isomorphisme. Alors u~! € L(F, E).

Démonstration : Soit A € K et (y1,y2) € F2. Alors comme u est surjective, il existe (z1,72) € E? tels que :
y1 = u(z1) et y2 = u(z2). On en déduit, comme u est linéaire :

uil(y1 + Ay2) = ufl(u(wl) + Au(ze)) = ufl(u(asl +Ax2)) =21+ Axe = uil(yl) + /\.ufl(yg).

Remarque(s) 128 : De plus, siu € L(E, F) et v € L(F,G) sont des isomorphismes alors v o est linéaire et comme

pour toutes fonctions : (vou) ' =v tout
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Propriété(s) 12.4.89 : Soit u € L(E, F). On suppose que E et F sont de dimension finie et ‘dim(E) = dim(F) ‘
Alors :

u est injective <= u est surjective <= u est bijective.

Démonstration : Le troisiéme point implique par définition les deux premiers; pour les réciproques, on écrit le
théoréme du rang :
dim(F) = dim(E) = rg(u) + dim(Ker(u)).

1. Si u est injective, dim(Ker(u)) = 0 donc rg(u) = dim(F’), application u est donc aussi surjective,

2. si u est surjective, rg(u) = dim(F') donc dim(Ker(u)) = 0, 'application u est donc aussi injective.

Remarque(s) 129 : 1. Un cas particulier de ce théoréme est celui des endomorphismes en dimension finie.

2. Attention! Ce théoréme est faux si I'on n’est pas en dimension finie. Par exemple, I'application linéaire de
dérivation sur E = C'(R,R) est surjective car toute fonction dérivable admet une primitive mais pas injective
car les fonctions constantes sont de dérivée nulle.

Exemple(s) 191 :

191.1 Considérons ’application linéaire :

SQ(R) — AS(R)
o a b 0 a b
(b c) — —a 0 ¢
b —¢ O

Alors clairement, Ker(¢) = {02} donc ¢ est injective. Mais dim S2(R) = 3 = dim .A3(R) donc ¢ est un isomor-
phisme.

191.2 Soit A € M, (K) et B € M, 1(K). Alors application linéaire :
p: X EMpi(K)— AXx X € M,,1(K)

est bijective si et seulement si elle est injective, autrement dit, le systéme A x X = B admet une unique solution
si et seulement si Ker(A) = {0,,1} ou encore A est inversible si et seulement si Ker(A) = {0p,1}.

191.3 Montrons que si A € M, (K) alors A est inversible si et seulement si A est inversible & droite si et seulement si
A est inversible & gauche.
Démonstration : Si A est inversible & droite (d’inverse B), alors si :

v: MeMy(K)— Ax M e M,(K)
1) est linéaire et comme A est inversible & droite Ker(¢) = {0,,1}. Donc ¢ est surjective. D’ou :
3C e Mn(K), o(C)=1In

c’est-a-dire : A x C = [,,. Enfin :
B=BxAx(C=C

donc A est inversible.

Propriété(s) 12.4.90 : Soit u € L(E,F) et v € L(F,G). Alors :

rg(v o u) < max(rg(u), rg(v)).

De plus, si u est un isomorphisme, rg(v o u) = rg(v), et si v est un isomorphisme : rg(v o u) = rg(u).
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Démonstration : On a : v(u(FE)) C v(F) donc rg(v ou) < rg(v). De plus si fi, f2,..., fn est une base de Im(u)
alors v(f1),v(f2),...,v(fn) est une famille génératrice de Im(v o u) = v(Im(u)) donc rg(v o u) < rg(u).
Pour les cas d’égalité, on remarque par exemple que, si v est un isomorphisme :

rg(u) = rg(v ' ovou) < max(rg(v™ "), rg(vou)) = rg(v o u) < rg(u).

Propriété(s) 12.4.91 : Soit u € L(E, F'), E de dimension finie et Bg = (e1,e2,...,e,) une base de E. Alors
1. w est injective si et seulement si u(e1),u(ez),. .., u(en) est libre.
2. u est surjective si et seulement si u(e1),u(ez2),...,u(en) est génératrice de F

3. wu est un isomorphisme si et seulement si u(e1), u(ez),. .., u(e,) est une base de F.

Démonstration :

1. Si u est injective alors si il existe A1, A2, ..., A, des scalaires tels que :
Aruler) + Asule) + - -+ Anou(en) = 0p
alors :

u(Ai.e1 + Aaea + -+ Ap.en) =0g

donc comme wu est injective :

Ar.e1 +As.ea+ -+ An.ep =0

d’ott comme eq,e2,...,ey, est libre, A\ = A2 = -+ = A\, = 0. La famille u(e1), u(ez2),...,u(en) est donc libre.
Réciproquement, si cette famille est supposée libre, si € Ker(u) alors comme ey, ..., e, est génératrice il existe
des scalaires A1, ..., A, tels que :

T =A.e1+ -+ An.ep

donc comme u est linéaire et = € Ker(u) :
0 = M.uler) + -+ An.ulen)

d’ou comme u(e1),u(ez2),...,u(e,) est libre : Ay =--- =X, =0 donc z = 0g.

2. Si cette famille est génératrice de Im(u), elle est donc génératrice de F si et seulement si F' = Im(u) ou encore
u est surjective.

12.4.2 Matrices d’isomorphismes, changements de base

Dans ce paragraphe, tous les espaces vectoriels sont de dimension finie.

Propriété(s) 12.4.92 : Soit E et F deux espaces vectoriels de bases Bg et Br. Soit u € L(E, F). Alors u est un

isomorphisme si et seulement si matg,, 5, (u) est inversible. De plus, dans ce cas :

mats, 5, (u) ' = mats, s, ().

Démonstration : Le premier point est par exemple une application de 1’égalité des rangs entre une application
linéaire et sa matrice dans un couple de bases. Pour le deuxiéme, il suffit d’appliquer les formules donnant les
matrices d’applications linéaires 3 uou™! = Idg.

|

Remarque(s) 130 : En particulier, multiplier une matrice par une matrice inversible ne modifie pas son rang. C’est

en particulier le cas pour les matrices d’opérations élémentaire, donc les opérations élémentaires (sur les lignes et le
colonnes) ne modifient pas le rang de la matrice.
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Exemple(s) 192 :
192.1 Montrons que 'application linéaire :

. R? — R3
@y z) = (@-za—yz—y+z)

donc u est

1 0 -1
est inversible et calculons ™ '. Sa matrice est, dans la base canonique de R? : A 1 -1 0 )et on a déja
1
calculé 'inverse de A dans le paragraphe concernant le Pivot de Gauf : A~' =|1 -2 1
1

inversible et :
V(Z,y,Z) € R37 uil(l‘ayaz) = (Z - y+Z,JJ - 2y+z, 7y+ Z)

Définition 12.4.78 : Soit B= (e1,...,e,) et B' = (e,...,e},) deuz bases de E. On appelle matrice de passage de B

a B’ et on note PBBI la matrice de l'identité dans le couple de bases (B',B) :

/ ’ ’
€1 €9 N €n
P11 P12 ... Pia\ €1
5 P21 P22 ... D2n| €2
PB = matB/TB(IdE) = i . c gﬂn(K)
Pn,1 Pn,2 ce Pn,n en

Remarque(s) 131 : 1. Par définition, on a donc (Pg/)_1 =Py |

2. Une bonne fagon de retenir la définition de cette matrice est la suivante :

Les colonnes de la matrice de passage sont les coordonnées dans I’ancienne base des vecteurs de la nouvelle
base.

Théoréme 12.4.42 (formule de changement de base) : Soit Bg et By deur bases de E et Br et By
deuz bases de F. Soit w € L(E, F). Alors :

B B
matpr s (u) = PB,; X matg,, B, (u) X PB}f.
Démonstration : Ecrivons le membre de droite de 1’égalité :

B/
Pg,; X matsg B (u) X Pgy =matps, s (Idr) x matp, . (u) X mats, s, (Ide) = matg s (Idrouoldg).

=u

Remarque(s) 132 : La cas le plus utilisé est celui d’un endomorphisme. Si B et B’ sont deux bases de E et u € L(E),

alors :

mat (1) = P X mats(u) x Pg/ = (Pg/f1 x matg(u) X PBB/ .
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Exemple(s) 193 :
193.1 Soit f € £L(R?) dont la matrice dans la base canonique B est :

2 1 -1
A=1[0 1 0
11 0

Soit C une nouvelle base de R® constituée des vecteurs e; = (1,0,1),e2 = (=1,1,0),e3 = (1,1,1). On a :

1 -1 1
P=pP5=(0 1 1
1 0 1
Un rapide pivot de Gauf nous donne :
-1 -1 2
P'=|-1 0 1
1 1 -1

On remarque que f(e1) = €1, f(e2) = €2 et f(e3) = €1 + €3 donc la matrice de f dans C est :

1 0 1 1 0 n
B=10 1 0 donc VneN, B"=[0 1 0
0 0 1 0 0 1
Par la formule de changement de base, on a donc :
A=PxBxP
On en déduit :
n+1l n —n
VneN, A"=PxB"xP '= 0 1 0
n n 1l—n

Définition 12.4.79 : Deux matrices A et B de M, (K) sont dites semblables si elles représentent le méme endomor-
phisme dans deux bases différentes, autrement dit, s’il existe une patrice inversible P telle que :

B=P 'xAxP

Exemple(s) 194 :

194.1 Par I'exemple précédent, les matrices

2 1 -1 1 0 1
A=10 1 0 et B=10 1 0
1 1 0 0 0 1

sont semblables.
194.2 Déterminer si deux matrices sont semblables n’est pas toujours facile, cependant on peut facilement affirmer que

les matrices :

1 1 -1 1 0 1
A=10 1 0 et B=10 1 0
1 1 0 0 0 1

ne sont pas semblables car tr(A) # tr(B). En effet, si A et B étaient semblables, alors :
tr(B) =tr(P~' x Ax P) =tr(Ax P x P™") = tr(A).

Deux matrices semblables doivent également avoir le méme rang. Mais ni I’égalité de la trace ni celle des rangs
n’implique que deux matrices sont semblables.
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12.5 Quelques applications linéaires particuliéres.

12.5.1 Formes linéaires

Définition 12.5.80 : Soit E un espace vectoriel. Une forme linéaire sur E est une application linéaire u € L(E,K).
On appelle hyperplan de E tout noyau d’une forme linéaire non nulle.

Remarque(s) 133 : Dans le cas o E est de dimension finie n un hyperplan est donc de dimension n — 1 par le
théoréme du rang. De plus, si e1, ez,. .., e, est une base de F/, x = x1.e1 +x2.e2+- - -+ ., appartient a ’hyperplan
H = Ker(u) si et seulement si :
a1T1+azx2+- -+ anTn =0

ol pour tout 4, u(e;) = a; € K*. On appelle une telle équation équation de '’hyperplan H.

Exemple(s) 195 :
195.1 Si E = F(I,K) alors si a € I 'application linéaire

po: f€EE+— f(a) €K

est une forme linéaire.
195.2 Si E = C%(a, ], K) alors :

b
¢:f€E»—>/ f)dt e K

est une forme linéaire.

Propriété(s) 12.5.93 : Soit H = Ker(u) un hyperplan de E alors si D est une droite non contenue dans H :

E=HoD.

Démonstration : Comme D n’est pas incluse dans E, EN D = {0g}. De plus, si d est un vecteur de D d’image
non nulle par u alors, pour tout = € E :

=1z — (u(z)/u(d)).d+ (u(z)/u(d)).d.

€H=Ker(u) eD

donc E =D+ H.

12.5.2 Projections et symétries : le cas général

Proposition 12.5.16 : Soit E = F & G. Soit u € L(F,H) et v € L(G,H). alors il existe une unique application
linéaire w € L(E, H) telle que la restrictions de w a F soit u et la restrictions de w a G soit v.

Démonstration : Si w existe alors pour tout f € Fet g€ G :

w(f+g) =u(f) +v(g)

ce qui prouve 'unicité. De plus si ’on définit (ce qui est possible car I’écriture existe et définit bien une fonction car
I’écriture est unique) une fonction w de cette facon, elle est linéaire car : pour tout A € K et (z,z') € E? il existe
des uniques (f, f') € F? et (g,9') € G* tels que x = f 4+ g et 2’ = ' + ¢’. Mais alors :

whz+z')=wAhg+g +Af+ ) =u\f+f)+ov(Ag.g) = Au(f) +v(9) + ulf) +v(g) = Aw(z) + w(z').
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Remarque(s) 134 : On notera alors w = u @ v. (attention, notation non standard!)

Définition 12.5.81 : Soit £ = E1 & E». Alors on appelle :
1. Projection sur Ei parallélement a E2 l’endomorphisme : p = 1dg, & Oc(Ey)-

2. Symétrie par rapport a Eo parallélement & E1 l’endomorphisme : s =1dg — 2p = (—1dg,) ® Idg,.

Remarque(s) 135 : 1. Tout se résume sur un dessin :

2. Nous dirons dans la suite que p est la projection associée a s.

3. Si p est la projection sur F; parallélement & E2 alors Idg — p est la projection sur Fo parallélement a Ej.

Propriété(s) 12.5.94 : 1. Un endomorphisme p € L(E) est une projection si et seulement si pop = p. Dans ce cas,

p est la projection sur Im(p) = Ker(p — Idg) parallélement a Ker(p).

2. Un endomorphisme s € L(E) est une symétrie si et seulement si s o s = Idg. Dans ce cas, s est la symétrie par
rapport a Ker(s — Idg) parallelement a Ker(s 4 Idg).

Démonstration : Le sens direct de (1) est immédiat.
Soit p € L(E) tel que p o p = p. Montrons que E = Ker(p) ® Im(p).

1. Soit y € Ker(p) N Im(p). Alors comme y € Im(p), il existe z € FE, y = p(z). Mais alors comme y € Ker(p) :
p(y) = 0 mais comme pop = p, y = p(z) = p(p(z)) = p(y) = 0.
2. Soit maintenant z € E. Alors :
z =z —p(z) +p(z)
et p(z) € Im(p), p(z — p(z)) = p(z) — p(p(x)) = p(x) — p(z) = 0p donc = — p(z) € Ker(p).

Pour le deuxiéme point, il suffit d’utiliser p = % (Idg — s) et le point précédent.

Remarque(s) 136 : En termes de matrices, en choisissant une base adaptée a Ker(p) @ Im(p) (resp. Ker(s — Idg) &
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Exemple(s) 196

196.1 L’endomorphisme u de R? de matrice dans la base canonique M (

Alors A2
Vect((1,

dirigée par (1,0,

0).

12.5.3 Le cas euclidien

Dans ce paragraphe, E est un espace euclidien
Définition 12.5.82

Remarque(s) 137

s =Idg — 2p, 1 associée au projecteur py L
2. Tout se résume sur un dessin

A=

Soit V' un sous-espace vectoriel de . On rappelle que

E=VoV:
On appelle projection orthogonale sur V' et on note Py la projection sur V parallélement a V/

-2

0

1

I5 donc v est une symétrie. De plus, Ker(v—1Idgs) = {(z,y,2) € R®,z4+y+2z = 0} et Ker(v+1Idgs) =
,0)) donc v est la symétrie par rapport qu plan d’équation = + y + z = 0 parallélement a la droite

0

M. Pour déterminer ses éléments géométriques, on remarque que Ker(u)
N

Vésale Nicolas

p— 1 -
il s’agit donc de la projection sur Vect((1,0)) parallélement & Vect((1, 1))

196.2 On considére : 'endomorphisme v de R? dont la matrice dans les bases canoniques est

0

1. On peut, comme dans le cas général, parler de la symétrie orthogonale par rapport a V'

Ker(s + Idg)) une projection p admet pour matrice P (resp. une symétrie s admet pour matrice S)
0 O

0

vVH

est une projection. En effet : M2

Vect((1,1)) et Im(u)

= Vect((1,0))
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3. Si un endomorphisme p vérifie p*> = p, il s’agit d’un projecteur. Ce projecteur est orthogonal si et seulement si
Ker(p) et Im(p) sont orthogonaux.

P
4. Sieq,ea,...,ep est une base orthonormée de V alors : |Vx € E, py(z) = Z(x, €r)-Ck.
k=1

Propriété(s) 12.5.95 : Soit V un sous espace vectoriel de E et z € E; yo = pv (z) est I'unique vecteur tel que :
Iz = yoll = minfjz — y]].

On appelle la distance ||z — yo|| distance de = & V' et on la note d(z, V).
Démonstration : Soit y € V. Alors :

lz—yl* = llz —yo + o —yl* = llz — ol * + 2 (z — 5o, 50 — ¥) + llyo — ylI* > ||z — woll*.

evt ev
Exemple(s) 197 :
197.1 La distance du vecteur & = (1,1, 1,1) au sous-espace vectoriel de R* d’équations :

r+y+z+t=0
r+2y+22+t=0

est (en utilisant exemple précédent) : d(Z, V) = ||Z — pv (Z)|| = 2.
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Chapitre 13

Variables aléatoires sur un univers fini

13.1 Deéfinition, premiers exemples

Définition 13.1.83 : Soit (2, P) un espace probabilisé et E un ensemble. Une variable aléatoire sur Q est une fonction
X:Q— FE. Si ECR, on dit qu’il s’agit d’une variable aléatoire réelle.

Définition 13.1.84 : Soit X une variable aléatoire et A une partie de E. On note
{(XeA}=X""A)={weQ, Xw)ecA}
De plus, on note {X = a} = {X € {a}} et si X est un variable aléatoire réelle et a« € R :
{X <a}={X €] — 0,0}

Remarque(s) 138 : On vérifie facilement que :
{X€ AUB}={XcA}U{X eB} e {XeANB}={Xec A}n{X € B}
de plus si f est une fonction définie sur X (Q) et a valeurs dans F', pour tout sous-ensemble C' de F :

{ foX eC}={Xe{feC}}.
—

noté f(X)

Propriété(s) 13.1.96 : Soit X une variable aléatoire sur ) valeurs dans F, un ensemble fini. L’application :
PE) —[0,1]
Px :
A — P(X € A)

est une probabilité sur E. On I'appelle loi de la variable aléatoire X.

Démonstration :
1. Comme P est & valeurs dans [0, 1], Px aussi.
2. Px(E)=P(X € E)=P(Q) =1
3. si A et B sont deux événements incompatibles de FE, alors :
{Xe€ AUuB}={X € A}U{X € B}
et ces deux événements sont incompatibles (dans ). Donc :

Px(AUB) =P(X € AUB) =P(X € A) + P(X € B) = Px(A) +Px(B).
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Remarque(s) 139 : 1. Si deux variables aléatoires X et Y vérifient Px = Py on dit qu’elles ont les mémes lois et
on note X ~ Y.

2. Attention! L’égalité des lois ne signifie pas celle des variables aléatoires. Par exemple si I'on lance une piéce
équilibrée la v.a.r. X qui vaut 1 si ’on obtient un « pile » et 0 sinon a la méme loi que la v.a.r. Y qui vaut 1 si
I’on obtient un « face » et O sinon.

3. Si X ~Y alors (si ces fonctions existent) f(X) ~ f(Y).

Démonstration : Supposons f a valeurs dans F' et soit C' un sous-ensemble de F. Alors :
Prx)(C) =P(f(X) € C) =P(X e {f € C}) =Px(f € O)
mais alors, comme X ~ Y puis par le méme calcul « a ’envers » :
Prx)(C) =Px(f € O) =Py (f € C) =Py (C)

ot F(X) ~ f(Y).

Dans la suite, c’est plus la loi d’une variable aléatoire que la fonction elle-méme qui nous intéressera. Dans ce cas, la
probabilité Px est définie par la distribution de probabilités (P(X = ©));cx(n)- On la représentera souvent sous la forme
d’un tableau.

Exemple(s) 198 :

198.1 Un joueur mise sur les « impairs » d’une roulette francaise. Si le résultat est impair, il gagne 1, sinon, il perd 1.
La variable aléatoire Y qui modélise ses gains admet pour loi

Y@ | -1 | 1
P(Y =4) | 19/37 | 18/37

198.2 Le tableau suivant définit par exemple la loi d’une variable aléatoire réelle D modélisant la valeur obtenue en
jetant un dé « pipé » a 6 faces :
D) | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |6
P(D =4i) | 1/10 | 1/10 | 1/10 | 1/10 | 1/10 | =

Notez que, pour obtenir une probabilité il est nécessaire que x =1 —5/10 = 1/2.

Les exemples de variables aléatoires suivants sont essentiels :

Nom X(Q) Notation Loi Modeélisation
Uniforme E U~UE) P(U =z)=1/|E| Une expérience équiprobable
Bernoulli | {0,1} T ~ B(p), p € [0,1] P(T=1)=p,P(T=0)=1-p Obtenir « pile » en

langant une piéce « pipée »
Ou « succés d’une expérience aléatoire ».

Binomiale | [0,n] | B ~ B(n,p), p € [0,1] P(B=i)=(})p' Q1—p)"" Le nombre de « pile » obtenus
en langant n piéces « pipées »

Remarque(s) 140 : Remarquons qu'il est légitime de définir la loi binomiale avec ces formules car :

n

> (Z) pPPx(1—p)" =@+ (1-p)" =1

k=0

En particulier, une loi de Bernoulli B(p) est une loi binomiale B(1,p).
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Une distribution binomiale

0.16 -

0.12 -

0.08 -

0.06 -

o
o

20

Exemple(s) 199 :

199.1 La variable aléatoire qui donne le numéro d’une boule tirée dans une urne contenant n boules numérotées a pour
loi U(n),

199.2 la variable aléatoire qui associe & un jet de dé pair 1 et & un jet de dé impair 0 suit une loi B (%),

199.3 on joue n fois les « impairs » & la roulette francaise et on compte le nombre de fois que ’'on a gagné. La variable
aléatoire qui modélise cette situation suit une loi B(n, 18/37),

199.4 lorsqu’on tire une carte dans un jeu de 32 cartes, la variable aléatoire qui associe a la carte tirée sa hauteur est
une loi uniforme sur {7,8,9,10,V, D, R, A}.

199.5 sil’on tire une carte dans un jeu de 32 cartes, la variable aléatoire qui associe 1 & une carte de hauteur supérieure
ou égale & 10 et 0 sinon suit une loi B (5/3).

199.6 Des étudiants passent un DS qui a 20 questions, notées chacune sur 1. Pour chaque question, I’étudiant a une
probabilité 1/2 de réussir a répondre. La distribution des notes suivra donc une loi B(10,1/2).

199.7 Toutes les variables aléatoires 14 suivent des lois de Bernoulli B (P(A)).

13.2 Espérance d’une variable aléatoire

Définition 13.2.85 : Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle espérance de X et on note E(X) la quantité :

E(X)= > zxPX=az).

zeX ()

Remarque(s) 141 : 1. Remarquez que comme 2 est fini, la somme qui apparait est finie.

2. L’espérance ne dépend que de la loi de la variable aléatoire : si X ~ Y alors E(X) = E(Y).

3. Il s’agit d’'une moyenne pondérée des valeurs de la variable aléatoire réelle X par leurs probabilités. Il est donc bon
de la voir comme le « résultat moyen » de I’expérience aléatoire modélisée par X. On parle alors d’indicateur
de position : en probabilité, la moitié des issues sont plus grandes que I’espérance et ’autre moitié plus petites.

4. Si ’espérance d’une variable aléatoire est nulle, on dit qu’elle est centrée.

Vésale Nicolas VH


http://lyceehugobesancon.org/prepaslvh/

Page 236/265 2025 — 2026

Exemple(s) 200 :

200.1 Avec les exemples précédents,

19 18 1 _ 142434445

EY)=(-1)X =+ — =—— E(D) = =4,5.

N

Dans le premier cas, le joueur perdra donc —1/37 de sa mise en moyenne a chaque partie. Dans le deuxiéme, le
dé « pipé » donnera une valeur moyenne de 4, 5.

200.2 Un cas essentiel est celui des variables aléatoires constantes : Z =a (a € R). On a :
E(a) =E(Z) =axP(Z =a) =a.
200.3 Un autre cas important est celui des indicatrices d’ensembles 14. on a :
E(1a) =1 x P(A) + 0 x P(A) = P(A).

200.4 Soit U ~ U(n). Alors : E(U) = 2.

1
Démonstration : On a : E(U) = Z% _ntl

2
k=1
|
200.5 Soit T~ B(p). Alors : |E(T) =p |.
Démonstration : Ona:E(T)=1xp+0x (1—p).
|
200.6 Soit B ~ B(n,p). Alors : | E(B) = np.
Démonstration :
E(B):ikx ") pFx (1-p) ’“:nxpxi n—1 PPl x (1 —p)n D
k k-1
k=0 k=1
= (n-1
=nxpx < B >p'“X(1 P =nxpx(p+(1-p)"  =nxp
k=0
|

Propriété(s) 13.2.97 : Soit X et Y sont deux variables aléatoires réelles définies sur Q et A € R :
1. Despérance est linéaire : E(X +Y) =E(X) + E(Y), E(A x X) = A x E(X),
2. elle est croissante : si X <Y (comme fonctions) alors E(X) < E(Y).

Démonstration : Toutes ces propriétés sont des conséquences immédiates de la reformulation en terme d’événements
élémentaires :

E(X) = Z zP(X Z Z =z P({w}) = ZX P({w}).

reX(Q) c€X(Q) wef{X=c} _x(4) wen

Propriété(s) 13.2.98 : (théoréme de transfert) Si X : Q — E une variable aléatoire et f: E — R. Alors :

E(f(X) = Y f@ = ).

zeX ()
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Démonstration : Par la formule de la propriété précédente :

E(f(X) =D SX@HP{wH) = > > [f@P{wh)= > [f@)PX=2).

weN zeX(Q)we{X=x} zeX ()

Remarque(s) 142 : Un cas particulier trés important de cette formule est la suivant : si X et Y sont deux v.a. et
f une fonction définie sur X(Q) x Y () et a valeurs dans R alors f(X,Y) est une v.a.r. et

E(f(X,Y)) = > [z, ) P(X,Y) = (2,9)).
@)X @)xy (@)

13.3 Variance d’une variable aléatoire

Définition 13.3.86 : Soit X un variable aléatoire réelle. On appelle variance de X la quantité :
V(X) = Var(X) = E((X — E(X))?),

et on appelle écart type de la variable aléatoire X la quantité :

o(X) = v/ Var(X).

Remarque(s) 143 : 1. La variance quantifie écart & la moyenne pondérée. En d’autres termes, il s’agit d’un
indicateur de dispersion.
2. Elle est toujours positive par croissance de ’espérance, ce qui justifie la définition de ’écart-type.

3. Une v.a. de variance égale & 1 est dite réduite.

Propriété(s) 13.3.99 : Soit X une variable aléatoire réelle. Alors :
1. Var(X) = E(X?) — E(X)? (formule de Konig-Huygens)
2. Si (a,b) € R?, Var(a X +b) = a® Var(X).

Démonstration : Par la linéarité de I’espérance :
Var(X) = E(X? = 2E(X) x X + E(X)?) = E(X?) — 2E(X) x E(X) + E(X)? = E(X?) — E(X).
Pour le deuxiéme point, on remarque que, par linéarité de 'espérance : E(a X 4+ b) = aE(X) + b. Donc :

Var(a X +b) = E((a X +b— (aE(X) 4+ b)) = ¢ E(X — E(X))?) = a® Var(X).

Exemple(s) 201 :
201.1 Pour le deuxiéme exemple du paragraphe, on a :

1

Var(Y) =E(Y?) —E(Y)* =1— 372

201.2 Soit U ~ U(n). Alors : Var(U) = 252,
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Par le théoréme de transfert :

Démonstration :
k2 (n4+1)(2n+1)
E(U?) = —_— =7
w? ,;n G
pone (+D@n+D)  (+D? _n?
_ 2y 2 (n+1 2n—|—17n+1 _n"—1
Var(U) =E({U") —E{U)” = G 1 =5
|

201.3 Soit T ~ B(p). Alors, ‘Var(T) =p(1—p). ‘
Démonstration : En effet, par le théoréme de transfert : E(T2) = 12p 4 0% (1 — p) = p donc

Var(T) = E(T?) —E(T)* = p— p* = p(1 — p).

201.4 Soit B ~ B(n,p). Alors : ‘Var(B) =np(l—p) ‘
Démonstration : Par le théoréme de transfert, on a :

E(B°-B)=n(n—-1) Z (Z:;) PPA—p)" P =nn-1)p°
k=2

Donc par la formule de Huygens :
Var(X) =E(X? - X)+E(X)-EX)’ =n(n—-1)p*+np—n*p* =np(1 —p).

Soit X une v.a.r. de variance non nulle. Alors :

_ X -EX)
T o(X)

Propriété(s) 13.3.100 :
Y

est centrée, réduite.

Démonstration : On a :

de plus :

Propriété(s) 13.3.101 : (formules de Markov et Bienaymé-Tchebichev) Soit X une variable aléatoire réelle d’espé-

rance m et de variance o>.
1. (inégalité de Markov) Si X est positive et a > 0 alors : P(X > a) <

2. (inégalité de Bienaymé-Tchebichev) Si « > 0 alors

m

@
2
(P(IX —m| > a) < %,

Démonstration : On a, comme X est positive :

Z rxP(X =x)> Z rxP(X =2)>ax Z P(X =z)=axP(X > a).
2EX(Q) EX(@)

z>a

E(X) =
zeX ()

Pour l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev, on remarque qu’il est légitime d’appliquer l'inégalité de Markov & la
variable aléatoire positive (X — m)? donc :

BX —ml > 0) = P((X —m)?* > o?) < HE_mD) _
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Exemple(s) 202 :

202.1 On jette une piéce 1000 fois. Celle-ci tombe 600 fois sur « pile ». Est-elle équilibrée ?

Démonstration : On note X la v.a.r. comptant le nombre de « pile » obtenus en langant 1000 fois une piéce

équilibrée. Alors X ~ B(1000,1/2) donc m = E(X) = 500 et ¢ = Var(X) = 250. Donc par la formule de
Bienaymé-Tchebichev :

250
P(X = < P(|X — 500] > 100) < =2,5%.
(X = 600) < P(|X — 500] > 100) 0077 5%

La probabilité que la piéce est équilibrée est donc inférieure ou égale a 2,5%.

13.4 Couples de variables aléatoires

On considére maintenant deux variables aléatoires X et Y définies sur Q. Le couple de variables aléatoires (X,Y) est alors

une variable aléatoire, dont on appelle la loi loi conjointe et celles de X et Y les lois marginales. Pour déterminer sa
loi, on peut faire un tableau :

X(Q)
Y (Q) X = X = X ==,
Y =u P((X,Y) = (z1,91)) P((X,Y) = (zi,91)) P((X,Y) = (zn, 1)) | P(Y =)
Y=y | P(X,Y) = (e1,5)) P((X,Y) = (20, 3;)) P(X,Y) = (@n ;) | POY =15)
Y =ym | PUXY) = (21, 4m)) P((X,Y) = (@i, 4m) P((X,Y) = (@, ym)) | P(Y = ym)
P(X =x1) P(X =) P(X =)

Faisons quelques remarques liées & ce tableau :

1. la connaissance de la loi de (X,Y") détermine celle des lois marginales de X et Y. Plus précisément :

Vi € [1,n],

m

P(X =zi) = Y P((X,Y) = (z:,9;)),

Jj=1

vj € [1,m],

n

P(Y =y;) = Y P((X,Y) = (2i,9)))-

i=1

2. la réciproque est fausse : connaitre les sommes des lignes et des colonnes d’un tableau ne détermine pas ce tableau !

Exemple(s) 203 :

203.1 Si X ~B (%) et Y ~ B (%) Le couple (X,Y) peut avoir pour loi :

X(Q) X(Q)
Y (@) X=0 X=1 Y(Q) X=0 X=1
Y =0 1/4 /4 | 1/2 Y =0 1/2 0 12
Yy =1 1/4 1/4 | 1/2 Yy =1 0 1/2 | 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2

3. chaque ligne/colonne détermine une probabilité, a condition qu’elle n’est pas constituée de 0, que 1'on appelle loi
conditionnelle sachant X = x; (en colonnes) ou sachant Y = y; (en ligne). Plus généralement, si A est un événement
de probabilité non nulle et X une variable aléatoire & valeurs dans E, on appelle loi de X sachant A la probabilité
définie par :

VB € P(E), P(X € BJA) =P({X € B}A)
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13.5 Indépendance de variables aléatoires

13.5.1 Le cas de deux variables aléatoires

Définition 13.5.87 : Soit X et Y deux variables aléatoires. On dit que X et Y sont indépendantes si pour tout
ACX(Q) et BCY(Q) les événements {X € A} et {Y € B} sont indépendants, c’est-a-dire :

P((X,Y) € Ax B) =P(X € A) x P(Y € B).

Remarque(s) 144 : 1. On note alors X 1L Y.

2. En particulier, comme les événements élémentaires suffisent pour définir une probabilité, X et Y sont indépen-
dantes si et seulement si pour tout (z,y) € X(Q2) x Y(£),

B(X =2,Y = y) = B((X,Y) = (5,y)) = B(X =) x B(Y = ).

Démonstration : Pour le sens direct, il suffit de prendre les événements élémentaires A = {a} et B = {b}.
Pour la réciproque, si la propriété d’indépendance est vraie pour tous événements élémentaires, on a :

P(X € A)xP(YeB)=Y P(X=z)x» PV =y)= Y P(XY)=(2y)=P(X,Y)eAxB).
T€A yeB (z,y)€EAXB

Exemple(s) 204 :

204.1 Reprenons les exemples du paragraphe précédent. Si l'on considére les couples (X,Y) de lois :

X() X(Q)
Y@ X=0 X=1 Y(Q) X=0 X=1
Y =0 1/4 /4 | 1/2 Y =0 1/2 0 1/2
Yy =1 1/4 1/4 | 1/2 Yy =1 0 1/2 | 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2

alors le premier couple est indépendant alors que le deuxiéme ne ’est pas.

204.2 Bien souvent, 'indépendance est implicitement donnée par 1’énoncé. Par exemple « on lance deux piéces »
donne deux variables aléatoires : celle qui modélise le premier lancer et celle qui modélise le deuxiéme, qui sont
indépendantes. Attention cependant aux énoncés du type : « on lance une piéce et dépendant du premier résultat,
on en lance une deuxiéme » qui, eux, donnent des variables aléatoires non indépendantes.

Propriété(s) 13.5.102 : Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur Q. Soit f une fonction
définie sur X (Q2) et g une fonction définie sur Y (). Alors

f(X) et g(Y) sontindépendantes.

Démonstration : Soit (z,y) € f(X(2)) x g(Y(2)). On a :

P((f(X),9(Y)) = (z,9)) = P((X,Y) € {f = x} x {g = v})

donc comme X et Y sont indépendantes :

=PX e{f =) P(Y € {g=y}) =P(f(X) = 2)P(g(Y) = v).
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Propriété(s) 13.5.103 : Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Alors :

E(XY) = E(X)E(Y).

Démonstration : On a, par le théoréme de transfert :

E(XY) = > zyP((X,Y) = (2,))
(z,9)EX(Q) XY (Q)

donc par indépendance de X et Y :

= > zyxP(X =2)P(Y =y)= » zP(X=z) Y yPX=y)=EX)EY).

(z,9)EX(2) Y () zEX(Q) yeEY (Q)

Définition 13.5.88 : Pour X et Y deux variables aléatoires, on pose :

Cov(X,Y) = E((X — E(X)) (Y — E(Y))).

Propriété(s) 13.5.104 : 1. On a:
Cov(X,Y) = E(X Y) — E(X) E(Y).

2. En particulier, X et Y sont indépendantes, alors :
Cov(X,Y) =0.

3. Enfin :
Var(X +Y) = Var(X) + 2Cov(X,Y) + Var(Y)

Donc si X et Y sont indépendantes (ou plus généralement si Cov(X,Y) = 0),

| Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y). |

Remarque(s) 145 : Plus généralement, si Cov(X,Y) = 0, on parle de variables aléatoires décorrélées. Comme
nous ’avons vu, les variables indépendantes sont décorrélées mais la réciproque n’est pas vraie : si I’on considére le
couple de variables aléatoires (X,Y) dont la loi conjointe est définie par la table :

¥(Q) X I x-4 x=0 x=1
Y =1 1/6 0 1/6 | 1/3
Y = 0 1/3 0 1/3
Yy =1 1/6 0 1/6 | 1/3
1/3 1/3 1/3

Alors X et Y ne sont clairement pas indépendantes, mais E(X) =E(Y) =E(X xY) =0.

13.5.2 Indépendance mutuelle

Définition 13.5.89 : Soit X1, Xo,..., X, n variables aléatoires définis sur Q. On dit qu’elles sont mutuellement
indépendantes si pour tous évenements A; C X;(Q) (i € [1,n]) -

P((X1,Xa,...,Xn) € A1 x Ay x -+ x An) = [[P(X: € A)).
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Remarque(s) 146 : 1. Bien entendu, si n variables aléatoires sont mutuellement indépendantes, elles le sont deux
4 deux. Comme dans le cas des événement, la réciproque est malheureusement fausse.

2. Par définition, toute sous-famille d’une famille de variables aléatoires indépendantes est indépendante.

3. (Lemme des coalitions). Comme dans le cas de deux variables aléatoires, si f et g sont deux fonctions
idoines, f(Xi,...,Xp) est indépendante de g(Xp41,...,Xn). Ce résultat se généralise facilement a plus de deux
coalitions.

Exemple(s) 205 :

205.1 On considére X1, X2, ..., X, n variables aléatoires indépendantes suivant des lois B(p). Alors :
Y=X1+Xo+ -+ X, ~B(n,p).

Démonstration : On procéde par récurrence sur n. Le résultat est clair si n = 1. Supposons-le vrai pour
n € N fixé. Considérons X1, Xo, ..., Xn, Xnt1 n+ 1 variables aléatoires indépendantes suivant des lois B(p).
Alors par hypothése de récurrence :

Y=X1+Xo+ -+ X, ~B(n,p) et Xni1~ B(p).
Donc par indépendance puis la formule du triangle de Pascal :

Vke[l,n], PY 4+ X1 =k) =P(Y =kNXn1 =0)U(Y =k —1NXn11 =1))

= (Z) p* (1 —p)n i ( > 1—p)" = (n 2: 1) P —p) !

enfin, toujours par indépendance :
P(Y+Xp1=0)=P(Y =0NXp11 =0) = (1—p)""" P(Y4+Xp11 =n+1) =P(Y =nNXpp =1) =p"

ce qui achéve de montrer ’hérédité.
|
Il est aussi aisé de voir le résultat a ’aide de la modélisation suivante : lancer n piéces pipées une fois et compter
le nombre de « pile » revient a lancer une piéce pipée n fois indépendamment et compter le nombre de « pile ».
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Chapitre 14

Séries numériques

14.1 Généralités sur les séries

Définition 14.1.90 : Soit (un)nen une suite réelle ou compleze. On dit que la série de terme général u, Y un
converge si la suite des sommes partielles :
n
Sn = Z Uk
k=0

1
converge . Dans ce cas, on note :
+oo n
E ur = lim E Uk
n—-+4oo
k=0 k=0

Si elle ne converge pas, on dit que la série diverge.

Exemple(s) 206 :

206.1 Soit g € C. La série de terme général u,, = ¢" converge si |q| < 1. En effet :

= 1—qgtt 1
Sn = k-4 ., -
gggq 1—-q n—o4o0o1l—gq

206.2 Cependant, la série ) (—1)" ne converge pas. En effet,

2n 2n+1
Son = (-1)"=1 et Sppp1= > (-1)*=0
k=0 k=0

donc les suites extraites (S2n) et (S2n+1) n’admettent pas la méme limite lorsque n tend vers +oo.

Remarque(s) 147 : Dans le cas ou la série Y u, converge, on appelle suite des restes :

—+oo n 400
Vn € N, Rn:Zuk—ZunN:ot Z Uk .
k=0 k=0 '

k=n+1

Propriété(s) 14.1.105 : Si ) u, converge, alors : up, — 0.

n—-+oo

Démonstration : 1l suffit de remarquer que : up, =S, — Sn—1 —> 0.
n—-+oo

1. c’est-a-dire admet une limite finie
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Remarque(s) 148 : C’est surtout la contraposée que nous utiliserons en pratique. Si le terme général de la série ne
tend pas vers 0, elle ne converge pas. On dit qu’elle diverge grossiérement.

Exemple(s) 207 :
207.1 La série Y n diverge grossiérement.
207.2 Si|q| > 1, la série Y ¢™ diverge grossiérement. Ceci inclut Pexemple de la série Y (—1)".

207.3 Attention, certaines séries divergent bien qu’elles ne divergent pas grossiérement, comme le montre ’exemple
(déja traité) de la série Y % Notez cependant que l'idée pour montrer que cette série diverge est similaire,
puisqu’on utilise que :

2n 1 2n 1 1
San=Su= 3L 32> D 3, =7y
k=n+1 k=n+1

Propriété(s) 14.1.106 : Soit Y u, et > v, deux séries convergentes. Alors » (un + vn) converge et :

+oo “+oo “+oo
Z(Uk + k) = ch + ka~
k=0 k=0 k=0

De méme, si A est un scalaire, > A X u,, converge et :
+oo +oo
E AXup=AX E Uk
k=0 k=0

Démonstration : 1l suffit de remarquer que les deux identités sont vraies pour les sommes partielles puis de passer
a la limite.
|

Remarque(s) 149 : Faites trés attention; le plus important et de retenir qu’il faut réfléchir avant de « séparer »
une somme pour éviter de dire des bétises; dans le doute, écrivez toujours les sommes partielles.

14.2 Séries a termes positifs

Il est particuliérement facile de montrer que des séries a termes converge. En effet :
Propriété(s) 14.2.107 : Soit Y u, une série a terme général positif. Alors > u, converge si et seulement si la suite

de ses sommes partielles est majorée.

Démonstration : Concernant le sens direct, on remarque que :
Vn € N7 Sn+1 - S, = Up+1 = 0

la suite des sommes partielles (Sn)nen est donc croissante, si elle est majorée, elle converge donc.
La réciproque est vraie car une suite convergente est bornée donc majorée.

Remarque(s) 150 : en conséquence, si Y u, est une série a termes positifs divergente, on note :

+oo
E Up = +00.
n=0
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14.2.1 Meéthode intégrale, séries de Riemann

Dans le cas ou le terme général de la série est de la forme f(n) avec f positive, continue et décroissante sur [ng, +oo], il
est possible de comparer les sommes partielles de la série Y, f(n) (pour n > ng) a des intégrales de f. Tout est résumé par
un dessin :

En effet, comme f est décroissante, pour tout n > ng :
Ve €n,n+1], fln+1) < f(x) <fn)

donc par croissance de 'intégrale :

n+1

n+1
f(n+1>:/ f(n+1>dt</ f(t)dt</ F(n)dt = f(n).

n

Puis, par la relation de Chasles :

n n+1 n
Swrn = flmo) = 32 f+ 1)< [ f®de< Y 1) =S,
k=ng o k=ng

Ces relations impliquent en particulier :

Proposition 14.2.17 : (séries de Riemann) Soit o € R%.. La série Y == converge si et seulement si o > 1.

no

Démonstration : Supposons que a > 1. Alors le fonction f(¢) = t% est décroissante sur [1,+oo[ donc :

%i—K/nHidt: el R VRS D
k:lka S L t> l-—a a—1 T a—1

t=1
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La suite des sommes partielles de cette série & termes positifs étant majorée, elle converge donc.
De méme, si a < 1, on a de méme, par croissance de ’'intégrale :

n+1 n+1 n
ln(n+1)—ln(2):/ %g/ ggzk%
1 1 =

Par théoréme de comparaison, la suite des sommes partielles de la série tend vers +oo. Elle ne converge donc pas.
|

Exemple(s) 208 :

208.1 Etudions la convergence de la série 3 m On a, pour tout n > 2 :
n 1 1 n+1 dt R

E _ > ———— = [In(In(?))[;=5" =In(1 1)) — In(In(2)).

= kxn(k)  2n(2) /2 t x In(t) [n(In())]=2 n(In(n + 1)) — In(In(2))

Les sommes partielles de la série tendent donc vers +oc0, elle ne converge donc pas.

14.2.2 Théorémes de comparaison.

Nous disposons maintenant de deux types de séries « de référence » : les séries géométriques et les séries de Riemann,
auxquelles nous allons comparer les autres séries pour en étudier la convergence. Commengons par un cas simple :

Propriété(s) 14.2.108 : Soit > u, et Y v, deux séries & termes positifs. On suppose que pour tout n, u, < v,.
Alors si Y v, converge, > u, aussi et :

—+oo —+o0
E Uk < E Vk.
k=0

k=0

Démonstration : 11 suffit de remarquer que, pour tout entier naturel n, si ) v, converge :

n n —+o00
YRR SR it
k=0 k=0 k=0
Donc la suite des sommes partielles de > u, est bornée et puisque le terme général de la suite est positif, elle
converge. L’inégalité des limites s’obtient alors pas passage a la limite.
|

Remarque(s) 151 : Bien-entendu, le résultat de convergence reste vrai si I'inégalité n’est vraie qu’a partir d’un
certain rang. Attention cependant : il n’y a plus inégalité pour les sommes dans ce cas.

Exemple(s) 209 :
209.1 La série )

< 5 et la série de Riemann - -4 converge.

converge car, pour n > 3 : o~

1 1
n2 x1n2(n) n2x1n2(n)

Soit (un) et (vn) sont deux suites quelconques, on écrit :

Un = o(vy) il existe (€n)nen qui tend vers 0, Vn € N,  wup, =€, X Uy
Up ~ Up  SI Up = Un + 0(Vn)
un = O(vyn) s'il existe une constante C, Vn € N, |un| < C X |vg]

2

Propriété(s) 14.2.109 : Soit > u, et > v, deux séries & termes positifs. Alors :

1. Siun, = O(vy,) et Y vy, converge, > u, aussi.
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2. Si up = o(vn) et Y v, converge, Y u, aussi.

3. Siup ~ vy alors Y vy, converge si et seulement si Y u, converge.

Démonstration : Le premier point est une conséquence immédiate de la propriété précédente. Le deuxiéme est une
conséquence du premier. Quand qu troisiéme, on remarque que u, ~ vn implique u, = O(v,) donc par le premier
point la convergence de Y v, implique celle de > u, et v, = O(u,), ce qui montre de méme la réciproque.

|

Exemple(s) 210 :

210.1 La série diverge. En effet :

P
n2+41

et la série de Riemann ) 1 diverge.

210.2 La série Cf};g"yz) est convergente. En effet :

chin)  e"4e™" 1

ch(2n) e2n4e2n  en

et la série géométrique > e " de raison e~ ! < 1 converge.

1
210.3 La série Y (%) ntt diverge. En effet :
() e ()~
— =—exp|—In|— ~ —.
n n n n n

210.4 Soit (un) et (vn) deux suites strictement positives vérifiant :

Et la série de Riemann ) % diverge.

Un
14+ un

YneN, v, =

montrons que Y u, converge si et seulement si > v, converge.
En effet, supposons que > u, converge. Alors en particulier, u, — 0 donc v, ~ u,. Donc > v, converge.

n—-+4oo
Réciproquement, si v, converge, alors v, — 0, mais u, = —2— (au moins & partir d’un certain ran
) ’ + ) 1—vy,
n— oo

donc u, ~ v, puis Y u, converge.

14.3 Séries 4 termes quelconques

Pour traiter la convergence d’une série & termes quelconques, on essaye de se ramener au cas des séries a termes positifs
grace & la notion de convergence absolue :

Définition 14.3.91 : On dit que la série Y uy est absolument convergente ou sommable st la série Y |u,| est conver-

gente.
—+oo
Remarque(s) 152 : On utilise parfois la notation Z |un| < 400 pour signaler qu'une série est sommable.
n=0

Proposition 14.3.18 : Une série absolument convergente est convergente.
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Démonstration : Traitons le cas réel. Supposons que Y |un| converge. On pose :
Vn €N, wu} =max(u,,0) et wu, = —min(un,0).

Alors ces deux suites sont positives et vérifient pour tout entier naturel u,} < |un| et u,, < |u,|. Donc comme 3 |u,|
converge, > u, et S u, convergent. Enfin,

VneN, up=ul—u,

donc Y un, = S (u)f —uy,) converge.
Dans le cas complexe, on remarque que :

VYn €N, u, =Re(un)+iIm(un)

et que par les inégalités géométriques |Re(z)| < |z| et |Im(z)| < |z| les suites réelles (Re(un)) et (Im(un)) sont
absolument convergentes donc convergentes.

Remarque(s) 153 : Attention! La réciproque est fausse, comme le montre I’exemple de la série convergente » #
qui n’est pas absolument convergente car Y % diverge, mais convergente. En effet :
1. Pour tout n € N* :

Son — Sont1 = ——m —>
2 2l 2n+1 no+oo

2. De plus, pour tout n € N* :
1 1

——F — <0
2n+2 2n+1

S2(n+1) — S2n =
3. Enfin,
1 1
- > 0.
2n+3 + 2n+27
Les suites (S2n)nen et (S2nt1)nen sont adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite. Donc (Sp)nen
converge.

S? (n+1)+1 — SQ n+1 =

Exemple(s) 211 :
211.1 La série Y s”;# est absolument convergente. En effet :

sin(n)
n2

n2

et la série > n—lz est convergente. Donc 3 b";# est convergente.
211.2 La série Y il—z converge absolument donc converge. En effet :

211.3 La série > un =Y, (i — /1 sin %) est absolument convergente. En effet :

N
1 1 1 1 1
— nSIHE_%_\/EX(E—i_O(ﬁ))_O(E)

donc la série est absolument convergente donc convergente.

:‘H

N———

. . 1
En particulier, |un| = o (—%
n

Remarque(s) 154 : Ce dernier exemple nous inspire la réflexion suivante. Si I'on cherche a établir la convergence

de la suite > u, et qu’il existe une suite (v,) positive telle que Y v, converge et :
un = O(vn)

alors |un| = O(v,) et donc Y u, est absolument convergente donc convergente.
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Pour étudier la convergence d’une série numérique > u, a termes quelconques, on peut :
1. vérifier si elle est grossiérement divergente puis,

2. analyser si elle est absolument convergente, en comparant |u,| & une série de « référence » : de Riemann ou
géométrique, ou plus rarement & une intégrale

3. si elle n’est pas absolument convergente, on ne peut pas conclure directement... on peut cependant revenir aux
sommes partielles et utiliser une des « astuces » suivantes :
(a) reconnaitre une somme télescopique
(b) reconnaitre un développement limité (Taylor avec reste intégral)
(c) regrouper les termes deux a deux (séries du type > (—1)" un).

Exemple(s) 212 :
212.1 Etudions, suivant les valeurs de o € R la convergence de la série > Up, OU :

_ 1+ (=)'

n>1, un e

(a) Si @ <0, (un) ne tend pas vers 0 donc la série est grossiérement divergente.

(b) Analysons a convergence absolue. On a |un| ~ =5 et la série de Riemann 3 -5 converge si et seulement si

,rLOé
a > 1. La série est donc absolument convergente si et seulement si a > 1.
(c) Reste a étudier le cas « €]0,1]. On a :

VneN, wu,=

i. La série ) —3+ est une série de Riemann qui converge si et seulement si o €]1/2,1].
(="
no

ii. Montrons que la série )

A. Pour tout n € N* :

converge; on a :

1
S — Somir = ' —3 0.
2n 2ntd (21’L+1)O‘ n—-+oo

B. De plus, pour tout n € N* :

1 1
— Syn = - <0.
Sl I GO P CEE ) F

C. Enfin,
1 1

> 0.
(2n +3)e + (2n +2)e =0

S2 (n+1)41 — S2nt1 = —

Les suites (S2n)nen et (S2n+1)nen sont adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite. Donc
(Sn)nen converge.

finalement la série converge dans ce cas si et seulement si o €]1/2,1].

14.4 Application aux suites

Propriété(s) 14.4.110 : La suite (un)nen converge si et seulement si la série > (un+1 — un) converge.

Démonstration : Soit n € N. On reconnait dans les somme partielles une suite télescopique :

n

Sn = Z(Uk+1 — Uk) = Unt1 — Uo
k=0

et la propriété est maintenant immédiate.
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[ ]
Exemple(s) 213 :
213.1 Nous allons montrer la formule de Stirling (qu’il serait bon de connaitre) :
nl~+vV2mn (ﬁ)n
e
(a) Posons, pourn >1:u, = "7:1 . Pour montrer la convergence de (ur), il suffit de montrer celle de : (In(ux))

donc celle de la série Z(ln(nunH) —1In(un)). On a:

In(tn41) — In(u,) = In (“Z—:l) —In ((ni 1)n+é e> =1- (n+ %) In (1+ %)
e (ol o(2)

cette série est absolument convergente, donc convergente.

(b) On en déduit qu’il existe une constante positive C' telle que :
i~ OV (2)"
e

(¢) Pour calculer cette constante, on considére les intégrales de Wallis : W, = fO% sin™(¢) dt. On rappelle que,
par intégration par parties :

n+1
YneN, Wpia= -
" 2T +2
Donc que, comme Wy = 7 et Wi = 1, on montre par récurrence sur n que :
2n)! =« 22" (n!)?
Wop = 7=+ —= W
T n(ph2 2 MY T 2n+ 1)
Enfin, par croissance de l'intégrale, (W, )nen est décroissante.
(d) Par le point précédent,
n+1
vneN, W, Wi <Whpe= n
n+2
donc W,, ~ Whp41. En particulier, Wa,, ~ Wa 1. En utilisant (b), et les formules pour ces deux suite, on en
déduit : )
T 2 T T
W2 ~Wan Wopar = ———
C?22n 2o R TR T 9 @n+ 1) 4n
Donc C' = /2.

(e) Montrons que :

+Oozn
zi
VzeC, e —E o
n=0

Démonstration : Soit z € C. On considére la fonction définie par :

Yt e 0,1], (t) =e"".

Alors ¢ est C* sur [0, 1] et pour tout n € N, |™ (¢)] = |2|™ e! ®*) < |2]" €R¢(*). Donc par la formule de
Taylor-Lagrange appliquée en a,t = 0,1 :
n n
- z
e’ = =
n!
k=0

+ R, (1)

avec |Rn(1)] < |2|™ €™ /(n 4+ 1)!, quantité qui tend vers 0 par la formule de Stirling.
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Chapitre 15

Déterminant d’une matrice

15.1 Aires, volumes, définition

15.1.1 Aire définie par deux vecteurs du plan

Soit & et i deux vecteurs du plan. L’aire orientée du parallélogramme défini par & et i est définie par :

Det(Z,9) = ||Z]| x [|7]] x sin().

=1}

Cette aire vérifie :
1. Det((1,0), (0,1)) =1,
2. antisymétrie : Det(Z,y) = — Det(¥, ©),

3. linéarité en chacune des variables : pour tous vecteurs du plan Z, ¥ et 2’ et tout réel A :
Det(Z + .7, Z) = Det(Z, Z2) + A x Det(¥, 2),

On en déduit que, si & = (z1,22), ¥ = (y1,92) :

Det(Z, Z + A\.9) = Det(Z, %) + A x Det(Z, ).

Det(Z,9) = z1 X y2 — x2 X y1.

Pour simplifier une généralisation en dimension supérieure, nous allons regrouper les vecteurs sous la forme d’une matrice,

de la fagon suivante :

Det <x1
T2

U
Y2

):

T1
€2

U
Y2

=1 X Y2 — T2 X Yi1.

15.1.2 Le cas général

Dans le suite de ce sous-chapitre, n > 2. On notera souvent les matrices A € M,,(K) a I’aide de leurs colonnes :

A= (Cy Cs ...

Chr)
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Théoréme 15.1.43 : [ existe une unique application f : M, (K) — K vérifiant :
1. f est linéaire par rapport a chacune des colonnes de sa variable,

2. f est antisymétrique par rapport aux colonnes de sa variable, c’est-a-dire si 1 <i< j<n :
f(CL - Ci1Ci Ciyr-+-C5-1C5 Cjya-+-Cn) =—f(C1 -+ Ci1 C5 Ciya---Cj1 C; Cjyr---Ch),

3. f(In) =1.
On appelle cette application « déterminant » et on note, pour A € M, (K) :

Det(4) = [A] = f(A).

Démonstration : Montrons l'existence. On peut pour ceci raisonner par récurrence sur n. Nous allons effectuer le
passage de n = 2 & n = 3 puis expliquer en remarque 'argument essentiel du cas général de 'hérédité.
On pose :

a1 a2 a3

o a1 Q22
a21 Q22 Q23| = a11 X

as2

az2 Q23 a1 az3

as2 as3

—a12 X + a1z X

a31 asz2 a33
On vérifie alors successivement les points de la définition.

a linéarité : c’est une conséquence immédiate de la linéarité du déterminant pour n = 2, montrons par exemple la
compatibilité avec la somme pour la premiére colonne :

a1 +bi1 a2 ais

az2 23 az1 +b21 @23 a21 +b21 a2
a21 +b21 a2 a23| = (a11 + b11) X — a2 X b + a1z X b
as2  as3 as1 + 031 ass as1 + 031 as2
az1 +b31 az2 ass
a2z a23 a1 a23 a1 a2 a2z Q23 ba1  az23 ba1 a2z
=a X —ai2 X + a3 x +b11 % —ai2 X + a3 x
azz  ass as1  as2 azz  ass bs1  ass bs1  as2
a1 ai2 a3 bi1 a2 a3
=la21 @22 a23|+ |b21 a2 a3
a1 as2 as3 b1 as2 ass

b antisymétrique : effectuons le cas des deux premiéres colonnes, les autres se traitent de la méme fagon :

a12 ailr  Ga13 a11  aiz 0a13
_ a21 Q23 Q22 Q23 a2 Q21 _
Q22 Q21 Q23| = aiz2 X —ai + a1z X .= —|a21 a22 Q23
asr  as2 as2 as3 asz2  asi
as2 as1 ass NI a3l az2 ass
_ a2 a22
asr  as2
¢ enfin,
1 0 O 1 0
0 1 0j=1x =1.
0 1
0 0 1
|
Remarque(s) 155 : 1. Pour n = 3, il est possible de donner une formule close. Si :
ailr  aiz ai3
A= |axn a2 a
azr  as2 as3
alors :

Det(A) = (a11 X a22 X a3z + a21 X a3z X a13 + a3z1 X a12 X azz) — (a13 X a2 X a3z1 + a23 X az2 X a11 + a33 X a12 X asi).

On peut facilement retenir cette formule grace a la régle mnémotechnique de Sarrus :
_|_
t a1 are ais
+ a1 az ass
ag1 az2 ass
— Q11 a12 413
— G21 a2 a3
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2. Qu’en est-il de l'interprétation géométrique ? Faisons un emprunt & la physique. Si I’on voit les lignes !
de la matrice comme les coordonnées des vecteurs #, ¥ et W, on reconnait dans la formule de définition

du déterminant :

(it & A ).

Le norme du produit vectoriel est la surface du parallélogramme engendré par U et W, que 'on multiplie
par la distance de la hauteur, qui correspond & celle de la projection de @ sur 'orthogonal du plan
engendré par @ et w. On reconnait donc l'aire du parallélépipéde construit a partir des vecteurs , ¥ et
. Le signe, quand & lui, s’interpréte comme ’orientation des trois vecteurs. Si le déterminant est positif,
u est dans le sens de ¥ A W donc 'orientation du triplet est positive et si il est négatif, I’orientation est

négative.

. En général, pour passer d’'un déterminant de taille n & un déterminant de taille n — 1, on peut effectuer

un développement suivant la premiére ligne comme nous ’avons fait pour passer de n = 3 a n = 2. plus

précisément, si 'on pose, pour 1 <7< n :

as 1
A;

Qn,1

azi—1

An,i—1

a2 i+1 azn

An i1 Gn,n

la matrice A = (ai;)(,j)e[1,n]? & laquelle on a supprimé la premiére ligne et la i-éme colonne, alors :

n

Det(A) = > (—1)"*" x a1,; x Det(4;).

i=1
Exemple(s) 214 :
214.1 On a:
0 a
a 0
b ¢
214.2 On a :
(1) 0 ; ? a b 1 0 a
“ =[b a of[+[1 b
A I S I
0 1 0 1

2a xbxc

(==

=a*—a—-b+1-a=a>—-b>—2a+1.

—_ O =

214.3 Si T est une matrice triangulaire inférieure, alors le déterminant de 7" est la produit de ses éléments diagonaux.
En effet, en développant suivant la premiére ligne :

tLl 0

* tgz 0

* *

* * *

* * * *

Et l'on conclut par une récurrence immeédiate.

15.2 Calculs de déterminants

0
toz O 0
=111 X
* x .0
0 * % x ton
tn,n

Commencons par quelques remarques d’ordre général. Le déterminant étant linéaire en chaque colonne de sa variable,

on a comme pour toute application linéaire :

1. si I'une des colonnes d’un déterminant est nulle, alors le déterminant est nul

1. on verra plus loin que le déterminant d’une matrice et de sa transposée est le méme, ce choix des lignes n’est donc pas arbitraire
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2. si I’on multiplie une colonne par un scalaire A, alors le déterminant est multiplié par A. En particulier :
VA €K, Det(AA) =" x Det(A).

La remarque suivante est propre au caractére antisymétrique du déterminant :

Le déterminant d’une matrice ayant deux colonnes égales est nul.

Démonstration : Avec les notations du paragraphe précédent, si C; = Cj :
Det(A) :Det(Cl,,..,Ci .,.,Cj,.,.,Cn) = —Det(C1,...,Ci,...,Cj,...,Cn) = —Det(A).

Donc Det(A) = 0.

Propriété(s) 15.2.111 : Les opérations (sur les colonnes) du pivot de Gauf$ ont les effets suivants sur le déterminant :

opération ‘ le déterminant est
transvection C; < C; + \.Cj inchangé
dilatation C; < \.C; multiplié par A
permutation C; <+ C; multiplié par —1

Démonstration : Le deuxiéme point et le troisiéme sont immédiats par définition. Montrons le premier. Par linéarité,
on a (si ¢ < j, la preuve est la méme dans l'autre cas) :

Det(Ci,...,Ci + X\.C},...Cj,...,Cy) = Det(Ch,...,Ci,...Cj,...,Cr) + A. Det(C4,...,Cj,...Cj,...,Cp)

=0 car cette matrice a deux colonnes égales

Exemple(s) 215 :

215.1 On a :
A= = =12 12 56|=12 2 18| =120-108 =12.
1 4 16 64 1 2 12 56 3 91 117 3 6 60
1 5 25 125 1 3 21 117
215.2 Calculons les déterminants :
—4 1 1 1 1 1 0 3 0 O
(1) (; 8 (1) 1 -4 1 1 1 01 0 3 0
D, = 1 0 1 1 ,DQZ 1 1 —4 1 1 ,D3: a 0 a 0 3
9 3 1 1 1 1 1 -4 1 b a 0 a O
1 1 1 1 —4 0O b 0 0 a
215.3 Soit D,, le déterminant de taille 2n :
a 0 b
0 a b 0
D, = 0 0
) 0
0 b a 0
b 0 a

alors D11 = (a® — %) D,, donc D,, = (a? — b*)™ car Dy = a® — b°.
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215.4 Soit A, le déterminant de taille n suivant :

31 0 0
2 3 1
An=1lg 2 3 0
: . . . 1
0 - 0 2 3

Alors, par développement par rapport & la premiére ligne :
Vn € N*, An+2 = 3An+1 —2A,.

On en déduit que Vn € N*, A,, =2+ — 1.

15.3 Propriétés du déterminant

Propriété(s) 15.3.112 : Soit (4, B) € M, (K)?. On a :

Det(A x B) = Det(A) x Det(B).

Remarque(s) 156 : 1. Attention, Det(A + B) # Det(A) + Det(B) en général !

2. Cette propriété est essentiellement un corollaire du résultat suivant : si f est une fonction définie sur M, (K) et
a valeurs dans K linéaire en chaque colonne et antisymétrique par rapport aux colonnes de sa variable alors :

VB € M, (K), f(B)=Det(B) f(I,).

Démonstration : La fonction définie par
VB € M,(K), f(B)=Det(Ax B)
peut se réécrire, si 'on pose B = (C1Cs ---Cy) :
f(C1Cy - Cr)=Det(AXC1 AXxCy -+ AXCh)

donc est linéaire en chacune des colonnes et antisymétrique par rapport aux colonnes car Det I’est. Par la remarque,
on en déduit :
Det(A x B) = f(B) = Det(B) f(In) = Det(B) Det(A).

Propriété(s) 15.3.113 : Soit A € M, (K). Alors A est inversible si et seulement si Det(A) # 0. Dans ce cas :

Det(A~1) = ﬁm).

Démonstration : 11y a deux cas :

1. la matrice est de rang strictement inférieur & n (donc non inversible) et une de ses colonnes est donc combinaison
linéaire des autres. Le déterminant de A est alors nul.
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2. sinon, A est inversible et :
Ax A" =1, donc Det(A)Det(A™") = Det(I,) =1

on en déduit que Det(A) # 0 et que :

_ 1
Det(A™ ) = ———.
A7) = e
|
Exemple(s) 216 :
216.1 Calculons le déterminant puis le rang de la matrice :
1 7 2 5
-2 1 1 5
-1 2 1 4
1 4 1 2
216.2 Calculons le déterminant de la matrice suivante :
m 0 1 2m
1 m 0 0
0 2m+2 m 1
m 0 0 m
Puis, suivant la valeur du paramétre m, le rang de cette matrice.
Propriété(s) 15.3.114 : Soit A € M, (K). On a : Det(A”) = Det(A).
Remarque(s) 157 : 1. Il est donc possible d’effectuer sur les lignes du déterminant de A les mémes opérations que

sur ses colonnes.
2. Linéarité, caractére antisymétrique et alterné,
3. opérations du pivot de Gauss sur les lignes.

Du théoréme précédent, on en déduit également qu’il est possible de développer la déterminant suivant n’importe quelle
ligne donc n’importe quelle colonne (en se ramenant & un développement suivant la premiére ligne). Plus précisément, si
I'on pose, pour 1 < 4,5 < n:

ai,i e ai,i—1 ai1,i+1 N Qail,n
A = aj—-1,1 ... QAj—1i-1 Qj—14+1 ... Gj—1,n
i, —
' @j+1,1 . @igli-1 ALi4l ... Gjgln
Qn,1 e An,i—1 An,i4+1 e Qn,n

la matrice A = (ai ;) j)e[1,n)2 & laquelle on a supprimé la j-éme ligne et la i-éme colonne, alors :

Det(A) = Z(—l)i-‘—j X aji X Det(Ai,]-) et Det(A) = Z(—l)H_J X aj,i X Det(AiJ‘).

i=1 j=1

Démonstration : (Version résumée car hors programme). On raisonne par récurrence sur n. Le résultat est clair si
n = 1. On prouve ensuite par I'unicité dans la propriété qui définit le déterminant qu’on peut le développer suivant
le premiére colonne, ce qui montre I'hérédité.

|
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15.4 Déterminant d’une famille de vecteurs, d’un endomorphisme

Définition 15.4.92 : Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit B une base de E. Si u € L(E), le déterminant
de u dans la base B est le déterminant de la matrice de u dans la base B.

Propriété(s) 15.4.115 : 1. Le déterminant de u ne dépend pas du choix de la base B. On le note Det(u).
2. wu est un isomorphisme si et seulement si Det(u) # 0,
3. si u est un isomorphisme, Det(u ') = Det(u)™*.

4. Soit (u,v) € L(E). Alors : Det(u o v) = Det(u) x Det(v).

Démonstration : Les points 2 & 4 sont des traductions immédiates des résultats sur les matrices. Pour le premier,
on remarque que si B et B’ sont deux bases de E et P est la matrice de passage de B a4 B’ alors :

mats(u) = P x matg (u) x P~

donc : Det(matgs(u)) = Det(P) x Det(matg (u)) x Det(P~') = Det(matsz (u)).
———

=Det(P)~1
|
Exemple(s) 217 :
217.1 Calculons le déterminant de ¢ € £L(Kn[X]) définie par w(P) = P — P'.
Définition 15.4.93 : Soit B = (e1,e2,...,¢en) une base de E et ui,us,...,u, une famille de n vecteurs de E. On
appelle déterminant de la famille (u1,uz,...,un) le déterminant de la matrice de l’endomorphisme u défini par :
Vie[l,n], wu(e)=u;
et on le note Detg(ui, ug,...,un).
Propriété(s) 15.4.116 : Soit F un espace vectoriel de dimension n, B une base de F et (u1,us,...,u,) une famille
de n vecteurs de E. Alors cette famille est une base de E si et seulement si : Detg(ui, uz,...,un) # 0.

Démonstration : Ce déterminant est en effet non nul si et seulement si u est un isomorphisme si et seulement si
(u1,us2,...,us) est une base de FE.
|

Propriété(s) 15.4.117 : Soit B et B’ deux bases de E. Alors si P est la matrice de passage de B a B’, pour toute
famille w1, u2, ..., u, de vecteurs de F, on a :

Detp(u1, u2, .. .,un) = Det(P) Detgs (u1, uz, ..., un).

Démonstration : 1l s’agit de remarquer que, si :
1. w est 'endomorphisme défini par u(e;) = u;
2. v est 'endomorphisme défini par v(e}) = u;
3. p est I'isomorphisme défini par p(e;) = e}
alors u = v o p et donc que :

Detp(u1,u2, .. .,un) = Det(u) = Det(v) Det(p) = Detp/ (u1,uz, ..., un) Det(P).
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Chapitre 16

Fonctions de deux variables.

16.1 Ouverts de R?, fonctions continues.

Dans toute cette partie, on considére R?, muni de son produit scalaire canonique et de sa norme euclidienne canonique :

V(z,y) € R, ||(z,y)] = Va2 +y2

Définition 16.1.94 : Soit a = (a1, a2) € R?, soit r > 0.

1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r et on note B(a,r) l’ensemble :

B(a,r) = {(z,y) € R, |[(z,y) — (a1, a2)|| <r} = {(z,y) €R®, (x — ar)” + (y — a2)* <r’}

2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r et on note B'(a,r) l’ensemble :

B'(a,r) = {(z,y) € R ||(z,y) — (a1,a2)|| <7} = {(2,y) €R?, (x — ar)” + (y — a2)* < r*}

Définition 16.1.95 : Un sous-ensemble O de R? est appelé ouvert si :
Vae O,3r >0, B(a,r)CO.

Exemple(s) 218 :

218.1 R? et () sont des ouverts de R2.
218.2 Toute boule ouverte B est un ouvert de R?.
218.3 Les boules fermées ne sont pas des ouverts de R

Dans la suite, on considérera des fonctions f, définies sur un ouvert de R%et & valeurs dans R. Il est souvent utile de se
représenter le graphe d’une telle fonction par une surface dans R®. Voici par exemple celui de la fonction définie par :

V(1,7y) €R27 f(xzy) 21'2—2./2.

2

x2-y
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Définition 16.1.96 : Soit Q un ouvert de R?. Soit f € F(Q,R). Soit I € R. Soit a = (x0,y0) € Q.

On dit que f tend versl en a si :

Ve>0,3r >0,Vu e Q|lu—al| <r=|f(u)-1l<e

On note alors :

I=1lim f(u)=  lim  f(=,y)

u—a (z,y)—(x0,v0)

Remarque(s) 158 : 1. Cette définition est analogue & celle vue pour les fonctions d’une variable réelle.
2. On admet ici 'unicité de la limite et que les théorémes généraux sur les limites restent vrais.

Exemple(s) 219 :
219.1 Etudier Pexistence et la valeur éventuelle d’une limite en (0, 0) pour les fonctions f suivantes :

(a) flz.y) = 752,

(b) f(z,y) = 2%

Définition 16.1.97 : Soit Q un ouvert de R?. Soit f € F(Q,R).

1. Soit a € Q. On dit que f est continue en a si f admet f(a) pour limite en a
Ve >0,3r >0,YVu € Q|lu—a| <r=|f(u) — fla)| <e.

(a) On dit que f est continue sur Q) si f est continue en tout point de €.
(b) On note C°(,R) ou C°(Q) ’ensemble des fonctions continues sur §2.

Remarque(s) 159 : Comme nous avons admis les théorémes généraux pour les limites, ceux pour la continuité sont
également vrais pour ces fonctions.

Exemple(s) 220 :
220.1 Etudier la continuité en (0,0) des fonctions suivantes de R? dans R :

@) ) =] @) Sin< ISW) i (@,9) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0
B sin(;i’»_‘_gg) g (m 4% (0 O)
v f($7y){ 0 o si (z,y) = (0,0) 7

16.2 Dérivées partielles.

Dans ce paragraphe, les ouverts sont tous considérés non vides.
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Définition 16.2.98 : Soit f une fonction définie sur un ouvert O de R? et a valeurs dans R. Soit (xo,yo) un élément
de O. On dit que f admet en (zo,y0) des dérivée partielle (suivant z, et y) si les quantités :

J(zo + h,yo) — f(@o, yo) f(zo,yo + h) — f(x0,90)

t
h ¢ h
convergent lorsque h tend vers 0. Dans ce cas, on note :
. f(zo + h,yo) — f(zo,y0) _ Of . f(@o,yo + ) — f(zo,y0) _ Of
fim, h = g (Torv0) et lim h = gy (@0 v0)-
Remarque(s) 160 : 1. Attention, contrairement au cas des fonctions réelles a valeurs réelles, I'existence des dérivées

partielles n’implique pas la continuité de la fonction, comme le montre la fonction f définie par :

V@, y) ERN{O,0} Sy)= 5 s [(0,0)=0

Démonstration :

(a) Les dérivées partielles existent en (0,0) car :

f(h70)_f(070)_ f(O,h)—f(0,0)

(b) Mais, sit € R* :

donc f n’est pas continue en (0, 0).
|

2. Lorsqu’une fonction est définie par une formule, calculer une dérivée partielle suivant x revient par définition a
fixer y et a calculer la dérivée (au sens réel) en considérant seulement la variable x. Il en est de méme pour les
dérivées partielles suivant la variable y. Par exemple, dans I’exemple précédent, la fonction f admet des dérivées
partielles en tout point de R? différent de (0,0) et :

of

Viey) RN{0,0), Liay) = ol

y (@ +y°) —2ya? _
(z2 4 y2)2 ot Fy(x’y) N

v(@® +y°) —2y°w
(22 + y2)2 :

3. Lorsqu’elles existent, on note % et g—f les fonctions dérivées partielles.
x y

Exemple(s) 221 :

221.1 Si elles existent, calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :

[ e s £0.0)
(@f@w{o* si (,9) = (0,0)
(b) f(z.v) {0+ si (z,1) = (0,0)

Définition 16.2.99 : Soit f une fonction définie sur un ouvert O et & valeurs dans R. On dit que f est de classe C*

sur O si elle y admet des dérivées partielles en tout (z,y) € O et si les fonctions % et %5 sont continues sur O.

Remarque(s) 161 : On note C'(©2,R) ou C*(Q2) ’ensemble des fonctions de classe C* sur Q.

Exemple(s) 222 :
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222.1 Les fonctions suivantes sont-elles C' en (0,0) ?

3

a T — 332771“,2 Si(l’7y)
(a) f(z,y) {0+ S (. y) =

(

(
o) = ﬁ si (z,y) #

(b) f(z,v) {0“ ) () =

Théoréme 16.2.44 : Soit Q un ouvert de R?. Soit f € C*(Q). Soit a = (x0,y0) € Q. On a :

(&0 + o + ) £ (@0, 30) + G (@o,0) b + G (0,300 o+ o1, ).

(h,k) = (0,0)

Remarque(s) 162 : 1. Le développement limité d’ordre 1 montre que % (zo,y0) h + %5 (z0,y0) k est une approxi-
mation linéaire de f (xo+ h,yo + k) — f (0, ¥o0).
2. On a :

(z,y)—(x0,%0)

Fw) = o) + G (@o,0) (@ = 20) + G (o) (0= 30) + 0 @ = 2o,y = ).

Donc, par analogie avec les fonctions d’une variable :

z = f (20,%0) + g% (w0, o) (x — x0) + %i (wo,%0) (¥ — o)

est une équation du plan tangent en ( zo,yo ) & la surface z = f(z,y).
Propriété(s) 16.2.118 : Soit Q un ouvert de R?. Toute fonction C* sur Q est continue sur Q.

Définition 16.2.100 : Soit Q un ouvert de R?. Soit f € C*(Q). Soit a = (x0,90) € Q. On appelle gradient de f en
a = (zo,yo) et on note V f (xo,y0) le vecteur :

Vf(xo,y0) = (% (%0,0), %ch (l’oyyo)> .

Remarque(s) 163 : Soit Q un ouvert de R?. Soit f € C*(2). Soit a = (20,90) € Q. On a :
f@o+hyo+k) = f(zo,50)+ <Vf(2o,y0),(h,k)>+o([|(h,k)I).
(h,k)—(0,0)

Le gradient de f en ( zo,yo ) définit donc la direction dans laquelle f croit le plus vite. En effet :

|f (zo + Py yo + k) — f (w0, 90)| _ [< V (20,90), (h, k) >|
1(h, K [[(h, K

et d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|< Vf ($07y0) ) (h> k) >|
([ (R, Bl
avec égalité si et seulement si ( h, k ) est colinéaire & V f (zo, yo). Ainsi la pente maximale en valeur absolue est
atteinte pour les vecteurs colinéaires au gradient.

+o(1)

< IV f (zo, o),

Définition 16.2.101 : Soit Q un ouvert de R?. Soit f € F(,R). Soit a = (xo,yo) € Q. Soit v un vecteur non nul,
v € R:\{(0,0)}. On dit que f est dérivable selon le vecteur v si Uapplication o, : t = f(a +tv) est dérivable en 0 ,
on appelle alors dérivée en a selon le vecteur v et on note D, f(a) cette dérivée :

Du(a) = lim f(a—!—tv) _f(a)

t—0 t
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Remarque(s) 164 : 1. Les dérivées partielles % et % sont, les dérivées selon les vecteurs de la base canonique
(1,0) et (0,1).

2. La dérivée selon un vecteur v correspond a la pente de la tangente a la fonction dans la direction du vecteur v.

Propriété(s) 16.2.119 : Soit Q un ouvert de R?. Soit f € C'(Q). Soit a = (z0,0) € 2. On a :

Dy(a) =< Vf(a),v>

16.3 Dérivées partielles et composées

Théoréme 16.3.45 : Soit Q un ouwvert de R*. Soit f € C*(Q,R).
Soit T un intervalle de R, soient x,y € C'(I,R) telles que : Vt € I, ((2(t),y(t)) € Q.
Posons :

R

g: I —
to= o fla®),y(0)

Alors g € C*(I,R) et :

Ve e Ig (1) = (0 5 (0, 90) + ¥ (O 5 (2(0) (1)

Remarque(s) 165 : 1. On peut également noter :

Vi 1, (7 a0),y(t) = o' ()5 (a(0) (1)) + y'<t>§—y<w<t>7y(t>>.

2. On considére un arc paramétré v : y(t) = (z(t),y(¢)). On a :

(7o) (1) =20 2L (w(t), 1)) + y'<t>g—£(x<t>,y<t>> — < V() () >

Cette formule représente la dérivée de f selon I’arc .

3. Soit k € R, la ligne de niveau k est ’ensemble des points pour lesquels f est constante égale a k. Si on considére
que cette ligne de niveau est paramétré par un arc~y, on a :

Vtel, fory(t)=k.
Donc :

Vte I, <VI((1),7'(t) >= (fo)'(t) =0.

Comme +/(t) dirige la tangente a I’arc v, c’est-a-dire la tangente a la ligne de niveau, alors : le gradient est
orthogonal aux lignes de niveau de la fonction.
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Théoréme 16.3.46 : Soit Q; et Qa2 des ouverts de R*. Soit f € C* (Q1,R). Soient p,1 € C' (Qa2,R) telles
que - V(u, U) € o, (‘P(%'U)y”l/}(uv U)) € (.
Posons :
g: Q2 —R
(u,v) = fle(u, v), ¥ (u,v)).
Alors g € C* (Q2,R) e

V(U, ’U) € Q27 gg (U 'U) = %( ) f(gp(’u, U),w(u fu)) _|_ ( )gi(w(u’ U),w(u, U))
9g ?}y (U,U)am( ( )’w( )) gi(“vv)%y ) 1r/}

oo (u,v) =

Exemple(s) 223 :

223.1 Soit f de classe C' sur R?. Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :

(a) (z,y) — f(y, ),

(®) (z,y) = f(x, ),

(©) (z,y) = zyf (zy,z%),

(d) (z,y) = f(f(z,9y), f(y,)).

223.2 Soit f de classe C' sur R%. Calculer les dérivées partielles de : (r,6) — f(r cos(8),rsin(8)).
= Exemple 7 : Déterminer les fonctions de classe C* sur R? telles que :

L0f _0f _

= — L =z

am oy
On pourra poser (u,v) = (z,x + 2y).

16.4 Extremums

Définition 16.4.102 : Soit Q un ouvert de R?. Soit f € F(Q,R). Soit a € Q. On dit que :

1. f admet un minimum global en a si :

Vu € Q, f(a) < f(u),

2. f admet un maximum global en a st :

Vu € Q, f(a) > f(u),

f admet un extremum global en a si f admet un minimum ou un mazximum global en a,

e

. f admet un minimum local en a si :

Ir > 0,Vu € QN Bla,r), f(a) < f(u),

5. f admet un mazimum local en a si :

Ir > 0,Yu € QN B(a,r), fla) > f(u),

6. f admet un extremum local en a ssi f admet un minimum ou un mazimum local en a.

Définition 16.4.103 : Soit Q un ouvert de R%. Soit f € F(Q,R). Soit a € Q. On dit que a est un point critique de
f si f admet des dérivées partielles nulles en a :

of

of
“w="w=o,
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c’est-a-dire :

Vf(a) = (0,0).

Proposition 16.4.19 : Soit Q un ouvert de R*. Soit f € C*(Q). Soit a € Q.
St f admet un extremum local en a alors a est un point critique de f.

Remarque(s) 166 : Comme pour les fonctions d’une variable, la réciproque est fausse. Par exemple,

f:]R2—>]R,(x,y)n—>:ry

admet un point critique en (0,0) mais (0,0) n’est pas un extremum local.

Exemple(s) 224 :
224.1 Etudier les extremums de :

R? -R
(@) J: {(m,y) = (z—y)® +2° +y°

R? —R
() f: {(w,y) = (z—y)? + a2t + oyt

R™ xR —R
(C) f {(C&y) »—>:p((lnx)2+y2
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